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CAPITOLO 0

Concetti Fondamentali

In questo capitolo introduttivo raccoglieremo alcuni concetti di matematica che servono
successivamente ed inoltre stabiliremo le principale notazioni.

Insiemi

Intuitivamente un insieme ¢ una raccolta di oggetti (chiamati elementi) distinguibili tra
di loro che formano una totalita. Per indicare un’insieme si usano generalmente lettere
maiuscole A, B, C,..., X, Y, Z, per gli elementi invece lettere minuscole a, b, c,. .., x,

Y, 2.
Prima di fare esempi introduciamo alcune

NOTAZIONI. e Spesso useremo i cosiddetti quantificatori

YV = “per ogni” ‘ e d = “esiste”

Per evidenziare che A = B per definizione scriviamo A := B oppure B =: A.
= indica un’implicazione.

¢ indica una contraddizione.

€ indica il simbolo di appartenenza, ¢ indica il simbolo di non-appartenenza.
C, C indicano i simboli di inclusione.

Per definire un insieme ci sono in pratica 2 possibilita:
e elencando tutti gli elementi tra parentesi graffe, per esempio A := {1,2,3}, oppure
e attraverso una proprieta che caratterizza tutti gli elementi dell’insieme, per esempio
P :={n:n & un numero primo}
Consideriamo alcuni
EsEmPI. e Siano A := {1,2,3}, B := {2,7,8}, C := {1,2,3,5,7,8}, allora 2 € A,
5¢ B, ACC,A¢C, A¢A.
e L’insieme senza alcun elemento si chiama insieme vuoto e si usa la notazione () :=

{}-

Questa vista semplificata di insiemi, che comunque ¢ sufficiente per i nostri scopi, porta
facilmente a problemi come si vede dal seguente

EsemMP1O. Paradosso di Russell: Consideriamo 'insieme
A:={X : X ¢ un’insieme tale che X ¢ X}.
Ora per A stesso si deve verificare A € A oppure il contrario A ¢ A. Pero

e Ac A= A ¢ A7 poiché A non verifica la condizione che definisce gli elementi X
di A, ma anche

e A¢d A= A€ A poiché A per ipotesi verifica la condizione che definisce gli
elementi X di A.

Operazioni tra insiemi. Dati due insiemi A e B chiamiamo

e AUB:={x:x € A oppure z € B} l'unione tra A e B,
e ANB:={z:2 € Aexec B} lintersezione tra A ¢ B,
e A\B:={x:x € Aeux¢ B} la differenza tra A e B,

5
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6 0. CONCETTI FONDAMENTALI

e Ax B :={(a,b): x € Aex € B} il prodotto cartesiano tra A e B, gli elementi
(a,b) si chiamano coppie ordinate.
OSSERVAZIONE. Se A e B sono insiemi, allora
e vale sempre AUB=BUAe ANB=BNA,;
e in generale A\ B# B\ Ae AX B # B x A;
e se A ha n elementi e B ha m elementi, allora A x B ha n - m elementi;
[ ]

definiamo A2 := A x A.

Consideriamo un

ESEMPIO. Se A := { ,2, 3}, ={2,7,8}, allora AUB = {1,2,3,7,8}, AN B = {2},
‘%\B {1 3} C, AXx {( )( )( )( 7(37 )7(373)} con3-2 =6
elementi.

Insiemi Numerici. Definiamo i seguenti insiemi numerici

N: = {n:n ¢ un numero naturale} = {0,1,2,3,4,5,...} = insieme dei numeri naturali,

Z :={n:n &un numero intero} = {...,—2,-1,0,1,2,...} = insieme dei numeri interi,
Q: = {r:r & un numero razionale} = {g ‘D, qEL, qF# O} = insieme dei numeri razionali,
R:={z:x & un numero reale}

= {p, apoieas ... p € Lyag € {0,1,2,...,9}VEk € N} = insieme dei numeri reali.
ESEMPI. e V2 c R\ Q (— corso di Algebra e Geometria), v/2 = 1,414213. . ., cioe
qui abbiamop=1, a0 =4, a1 =1, a0 =4, a3 =2, a4 = 1, a5 = 3.
e Oppure per m € R\ Q vale

T=_3 1 4 1 5 9 2 6 ...
NS S S
=p =) =] =02 =0Q3 =04 =Q5 —=O0g
Proprieta dei Numeri Reali R.
(1) In R valgono per le operazioni somma “+” e prodotto “” tutte le regole dell’algebra,

per esempio V x,y, z € R vale
rty=y+tw, z-(y-2)=(@-y)-2 z(Y+z)=z-y+z z

Piu precisamente si dice che (R, +,-) & un campo — corso di Algebra e Geometria.
(2) In R esiste un’ordinamento totale “<”, cio¢ per z,y € R vale una ed una sola delle

relazioni

r=y, x<y oppure y <.

(3) R & completo, cioe “la retta reale non ha buchi”.
Prima di spiegare meglio la Proprieta (3) di R facciamo alcune

OSSERVAZIONI. e anziche y < x scriviamo anche x > y, z < y significa x < y oppure
T =y.
e Usando l'ordinamento in R definiamo per a, b € R i seguenti insiemi detti intervalli:

[a,b] : = {x € R:a <z <b} = intervallo chiuso,

(a,b) : ={z € R:a < x < b} = intervallo aperto,
[a,b) :={x € R:a <z <b},
(a,b] :={x eR:a <z <b},
(—o00,b] : = {x € R:z < b} = intervallo chiuso,
[a,+00) : = {z € R:a <z} = intervallo chiuso,

:={z € R:z < b} = intervallo aperto,
:={z € R:a <z} = intervallo aperto.
:=1R.
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e Valgono le seguenti regole:
—Sea<bex<yalloraa+zx<b+y.
—Sea<bex>0alloraa-x<b-x.
— Attenzione: Sea<bex <Oalloraa-x>b-x.
- Se0<a§ballora0<%§%.
e Le Proprieta (1) e (2) valgono anche in Q, cio¢ anche Q & un campo ordinato.

Per continuare servono i concetti di

Maggioranti ed Estremo Superiore. Sia () # A C R.

(a) Se s € R tale che a < s per ogni a € A, allora s si chiama maggiorante di A.

(b) Se sp € R ¢ un maggiorante di A tale che sy < s per ogni maggiorante s di A,
allora sg si chiama estremo superiore di A. Notazione: sup A := sy = maggiorante
piu piccolo di A.

(c) se sy =sup A € A allora s si chiama anche massimo di A. Notazione: max A := sg =
elemento piu grande di A.

OSSERVAZIONI. Valgono le seguenti caratterizzazioni:

o a <59V ac A (cioe sy e un maggiorante)
so =sup A <= . C .
eVe>03da e A tale che sp — e < a (cioé sp — € non ¢ pitl un maggiorante),

ea<syVaeA

sp =max A <—
e 5y € A.

Esemp1. e Se A = (0,1], allora sup A = max A = 1.
e Se A=(0,1), allora sup A =1 ¢ A e quindi max A non esiste.

OSSERVAZIONE. e Non tutti gli insiemi hanno maggioranti, per esempio A = N non
ha maggiorante poiché non esiste s € R tale che n < s per ogni n € N. In tal caso
si scrive sup A = +oo.

e Nellipotesi che ) # A C R abbia un maggiorante (e in tal caso ne ha infiniti), allora
si dice che A ¢ superiormente limitato. Per esempio A = (0,1) ¢ superiormente
limitato poiché s = 2 & un maggiorante di A.

Dopo questo intermezzo torniamo alla Proprieta 3, cioe alla completezza di R.

L’Assioma della Completezza. R ¢ completo, cioé ogni insieme ) # A C R supe-
riormente limitato ammette estremo superiore.
In altre termini, se A ha maggioranti, allora esiste sempre il maggiorante piu piccolo.

ESEMPI. o A:={x € R: 2% < 2} ¢ superiormente limitato. Per esempio, s = 1,5 &
un maggiorante poiché se x é tale che

r>1,5=2%>(1,5)%=2,25

cioe x # A. Quindi la completezza di R implica che esiste syp = sup A. Ora si puo
verificare che sg =2, cioe sg = V2.

e Sia A = {(1 + %)” :neNn> 1} C Q. Usando la formula del binomio di Newton
(cfr. pagina 10) si puo verificare che s = 3 & un maggiorante di A. Quindi esiste
sop =sup A =:e.

(OSSERVAZIONI. e ¢ =2,7182818... ¢ QQ viene chiamato numero di Nepero.
e Il secondo esempio dimostra che in Q la proprieta (3) non vale, cioe Q non e
completo. In parole povere questo significa che la retta razionale ha buchi, per
esempio in V2 oppure in e.

Analogamente ai concetti di maggiorante ed estremo speriore possiamo introdurre i
concetti di
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Minoranti ed Estremo Inferiore. Sia () # A C R.

(a) Se r € R tale che r < a per ogni a € A, allora r si chiama minorante di A.

(b) Se rp € R & un minorante di A tale che ry > r per ogni minorante r di A, allora rg
si chiama estremo inferiore di A. Notazione: inf A := ry = minorante piu grande di
A.

(c) se rg = inf A € A allora rg si chiama anche minimo di A. Notazione: min A := rg =
elemento piu piccolo di A.

OSSERVAZIONI. Valgono le seguenti caratterizzazioni:

erg<aVaec A (cioe ryp & un minorante)

ro =inf A <= L o .
e Ve >03ae A tale che 1o+ > a (cioe 9 + € non € pilt un minorante),

erg<aVacA

ro = min A <=
e g€ A

Esempl. e Se A =[0,1], allora inf A = min A = 0.
e Se A =(0,1], allora inf A =0 ¢ A quindi min A non esiste.

OSSERVAZIONE. e Non tutti gli insiemi hanno minoranti, per esempio A = Z non ha
minoranti poiché non esiste r € R tale che » < n per ogni n € Z. In tal caso si
scrive inf A = —o0.

e Nell'ipotesi che () # A C R abbia un minorante (e in tal caso ne ha infiniti), allora
si dice che A & inferiormente limitato. Per esempio A = (0,4+00) & inferiormente
limitato poiché s = —1 & un minorante di A.

e Se A e superiormente e anche inferiormente limitato, allora si chiama limitato. Per
esempio A = (0,1] U [3,5) ¢ limitato mentre N non lo &.

Funzioni

DEFINIZIONE 0.1. Se A, B # () sono insiemi, allora una funzione da A a B ¢ una legge
(spesso in forma di una formula) che ad ogni a € A associa un unico b € B. In breve si
scrive
f:A—= B, f(a)=0.

Inoltre si chiama

e A il dominio di f,
B il codominio di f,
f(A) :={f(a):a € A} Vimmagine di f,
G(f) == {(a, f(a)) :a € A} C A x Bil grafico di f.

EseMPIO. Il modulo: Per x € R definiamo il suo modulo (oppure valore assoluto) come

z sex >0,
|z :=
-z sex <0.

Per esempio |3| = 3, | — 4| = —(—4) = 4. Quindi f(z) := |z|, * € R definisce una
funzione f : R — R con immagine f(R) = [0,+00). Il grafico G(f) C R? ¢ riportato
nella seguente figura.

OSSERVAZIONI. Per il modulo valgono le seguente relazioni importanti: Se z,y,l € R,
allora

|z] >0e x| =0 < z=0.

lz] <l <= —l<z <l

| —a| = |z] e [|z]| = |-

| — &l

-yl = [l Iyl e | 2] = .
|z +y| < |z|+ |y| (disuguaglianza triangolare).
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Ficura 1. I grafico del modulo.

o [lz] = lyl| < |z —yl.
L’importanza del modulo si basa in particolare sulla seguente

OSSERVAZIONE. Per ogni z,y € R,

‘ |z — y| = distanza tra x e y sulla retta reale

Quindi il modulo ci permette di misurare distanze.

Fattoriale e Coefficienti Binomiali

DEFINIZIONE 0.2. Per n € N definiamo il suo fattoriale

ol 1 se n =0,
o )1-2-...-m sen>0.

Per esempio 4! =1-2-3-4 =24.

(OSSERVAZIONI. e n! = numero di permutazioni di n oggetti distinti. Per esempio per
tre oggetti a, b, ¢ esistono 3! = 6 permutazioni: abe, ach, bac, bea, cab, cha.
e Sen > 1 allora vale n!l =n-(n— 1)L

DEFINIZIONE 0.3. Per n,k € N con 0 < k < n definiamo il coefficiente binomiale

o) =
(3)

. 4\ _ 4! _ 24 __
Per €sempio (2) = m = 55 — 6.

OSSERVAZIONI. Per n,k € N con 0 < k <n vale

° (Z) € N, cioe i coefficienti binomiali sono sempre numeri naturali.
e (}) = numero di sottoinsiemi di {1,2,3,...,n} di k elementi. Per esempi l'insie-
me {1,2,3,...,89,90} ha (%) = 622.614.630 sottoinsiemi con 6 elementi. Quin-

di la probabilita di fare 6 al Superennalotto giocando una scheda & m =

0.000000(()01%0(61 55 (nb1) .,
n n-(n—1)-(n—2)-...-(n— . 4.
e (W) =173 T3 .. (k=1) - k » PCL €semplo () =13=%=6.

OSSERVAZIONI. Per i coefficienti binomiali valgono le seguenti proprieta.
e ()= 1: 1 perlogni n € N.
n n— n—
® (k) = (k—l) +( k )
n n
o (1) =(.20)-
Le prime due regole si possono utilizzare per calcolare coefficienti binomiali con il trian-
golo di Tartaglia. La terza regola stabilisce la simmetria di questo triangolo.
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(1) |k=0 =1 =2 =3 =4

| 1 [+l per esempio () + ) = (3).

Formula del Binomio di Newton

Introduciamo dapprima il concetto di sommatoria: Se m,n € Nconm < ne ap, Gmi1,--
R allora poniamo per la loro somma

n

Zak =amt+ amt1+ ...+ ap.

k=m
Per esempio Y p_ k=1+2+3+...+n.

Per le sommatorie valgono le seguente regole

© D = a= ) a
k=m i=m l=m
n n+1

L] Z ap = Z Ak—1
k=m k=m+1

n n
T-Zak: Zr-akperognireR
k=m k=m

l
zn:ak:Zak—&— zn: ag per ogni m <1 < n.
k=m k=m

k=1-+1
° Z ap + Zbk: Z(ak+bk).
k=m k=m k=m

Se inoltre definiamo a® := 1 per ogni a € R allora vale la
PROPOSIZIONE 0.4 (Formula del Binomio di Newton). Se a,b € R en € N, allora
" /n
(a+b)" = kzo <k> akpnk,

Per esempio per n = 4 troviamo i coefficienti binomiali necessari nella 4. riga del triangolo
di Tartaglia e quindi risulta:

(a+0)r=1-a""+4-a'b>+6-a?0*> +4-a®' +1-a"°
=b'+4-ab®+6-a’b®>+4-ab+ .

Principio di Induzione

Passiamo a un principio che & collegato ai numeri naturali. Dato un numero fisso ng € N
supponiamo che per ogni n € N con n > ng sia data un’affermazione A(n).

PROBLEMA. Verificare che A(n) sia vera per ogni n > ng, cioé verificare un numero
infinito di affermazioni.

ESEMPIO. Per n > 1 =: ng sia A(n) Paffermazione che vale la formula

: 1
1+2+3+...+n:n(z+).

ap €
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. . _ 3(3+1) _ N . L.
Per esempio A(3): 1+ 2+ 3 = =5 = 6 che ¢ vera. Abbiamo quindi dato un numero
infinito di formule da verificare e ovviamente non si puo procedere verificandole una per
una.

Per risolvere questo problema useremo il seguente

TEOREMA 0.5 (Principio di Induzione). Se

e (base dell'induzione) A(ng) é vera, e
e (passo induttivo) lipotesi ~ A(n) vera  implica che anche A(n + 1) é vera,
—_—

ipotesi dell’induzione

allora A(n) é vera per ogni n > nyg.

EsEMPIO. Verifichiamo per induzione che 1 +2+3+...+n = n(ntl) per ogni n > 1.

2
1-(141)
2

e Base: Dobbiamo verificare A(1), cioe che vale 1 = che & vero.

e Passo induttivo:

Sotto Iipotesi che A(n) sia vera per un certo n > ngy (non per tutti, quello infatti & da
verificare!) dobbiamo verificare che anche A(n + 1) vale. Allora per ipotesi vale

S(n+1
1+2+3+...+n:”(n;)
quindi risulta
‘(n+1
(1+2+3+...+n)+(n+1):n(2)+(n+1)
(n+1)-(n+2)
N 2

che ¢ esattamente A(n+ 1), cioe la formula che si ottiene sostituendo in A(n) il numero
n con (n 4+ 1).

In un certo senso il principio di induzione formalizza ’effetto domino: La base fa cadere
il primo pezzo mentre il passo induttivo afferma che con un pezzo cade anche sempre
quello successivo. Quindi se facciamo cadere il primo pezzo alla fine cadranno tutti i
pezzi.

Consideriamo altre due esempi.

EsSEMPIO (Disuguaglianza di Bernoulli). Se x > —1, allora
(1+2)">14n-z perogninéecN.

DIMOSTRAZIONE. Per induzione.

e Base: Per n = 0 I'affermazione diventa (1 + z)° = 140 - x che & vera.
e Passo induttivo: Supponiamo che per un certo n € N vale

(%) (14 2)">14+n-x perognineN.

Sotto questo ipotesi dobbiamo verificare la disuguaglianza che si ottiene sostituendo
n con n + 1. Percio moltiplichiamo (%) con 14+ >0

A+ =1+a) 1+a)">1+a) (1+n- )
2

=1l+n+1l)-z4+n-z
>0
>1+(n+1)

che era da verificare.


http://it.wikipedia.org/wiki/Bernoulli

12 0. CONCETTI FONDAMENTALI

ESEMPIO (Progressione Geometm’ca). Sia 1 7é g € R, allora
_1-
Z q q per ogni n € N.

DIMOSTRAZIONE. Per induzione.
0

1— 0+1
e Base: Per n = 0 I'affermazione diventa Z ¢ =¢ = 17(]
-4
k=0

e Passo induttivo: Supponiamo che per un certo n € N vale

(#) Zq 1_q

Sotto questo ipotesi dobbiamo ver1ﬁcare la formula che si ottiene sostituendo n con
n + 1. Percid sommiamo su entrabi i lati di (#) la quantita ¢"**
n+1

k - k 1 1—qn+1 1

1— qn+1 + qn+1 o qn+2

che ¢ vera.

l—gq
1— qn+2
1—¢q
che era da verificare.

Concludiamo con la seguente domanda.

Dov’e I'errore? Tutti i cavalli sono bianchi.

Sia A(n) Paffermazione “tutti i cavalli in un insieme din cavalli hanno lo stesso colore”.

e Base: Per n = 1 affermazione ¢ ovviamente vera.

e Passo induttivo: Supponendo che in un insieme di n cavalli tutti hanno sempre
lo stesso colore dobbiamo verificare che anche in un insieme di n + 1 cavalli tutti
hanno lo stesso colore. Allora togliendo dall’insieme di n + 1 cavalli un cavallo
rimangono n cavalli che per ipotesi hanno lo stesso colore. Rimettiamo il cavallo
tolto dall’insieme e togliamo un’altro. Di nuovo rimane un insieme con n cavalli
che per ipotesi hanno lo stesso colore. Quindi per transitivita tutti i n + 1 cavalli
hanno lo stesso colore.

Inoltre 'altro ieri ho visto un cavallo bianco in televisione e quindi tutti cavalli sono
bianchi.



CAPITOLO 1

I numeri complessi

In questo capitolo introduciamo la definizione ed alcune proprieta dei numeri complessi.

Nell’insieme R? := {(a,b) : a,b € R} consideriamo le operazioni di somma e prodotto
cosl definite

(0.1) (a,b) + (¢,d) == (a+¢c,b+d)

(0.2) (a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc)

La terna (R, +,-) é un campo. Tale campo viene detto il campo dei numeri complessi
ed indicato con il simbolo C.

OSSERVAZIONE. Si puo verificare facilmente che la coppie (0,0) e (1,0) sono rispettiva-
mente l’elemento neutro rispetto alla somma e rispetto al prodotto, cioé (a,b)+ (0,0) =
(a,b) e, se (a,b) # (0,0), (a,b) - (1,0) = (a,b). Inoltre

(CL, b) + (—CL, _b) =0 V(a, b) € R?
a —b 9
(a,b) - <a2+b2, a2+b2> ~(1,0) (a,b) € R, (a,b) £ (0,0)

cioé (—a,—b) e (a/(a® + b?),—b/(a® + b?)) sono rispettivamente 'opposto e I'inverso
(se (a,b) # (0,0)) di (a,b). Le altre proprieta caratterizzanti un campo (commutativa,
associativa, distributiva) si verificano facilmente.

L’insieme dei reali come sottoinsieme di C. Nel campo dei numeri complessi C
consideriamo il sottoinsieme

Co={(a,0): a € R}.

L’insieme C( pué essere messo in corrispondenza con R associando alla coppia (a,0) il
numero reale a. Inoltre in Cy le operazioni di somma e prodotto definite in (0.1)-(0.2)
si riducono alle corrispondenti operazioni definite in R. Infatti

(a,0) + (b,0) = (a +b,0)
(a,0) - (b,0) = (ab,0).

Quindi l'insieme (Cy, +, -) pud essere identificato con il campo dei numeri reali e risulta
essere un sotto-campo del campo dei numeri complessi C.

L’unitd immaginaria e la forma algebrica. Consideriamo la coppia (0,1) € C e
osserviamo che

(a,b) = (a,0) + (0,1) - (b,0) := a + b, a,beR

avendo identificato le coppie (a,0), (b,0) con i numeri reali a, b e la coppia (0,1) con il
simbolo ¢. La rappresentazione di un numero complesso nella forma z = a +ib, a,b € R,
si dice forma algebrica dei numeri complessi. Il numero a si dice parte reale di z e si
indica con il simbolo R(z), mentre il numero b si dice parte immaginaria di z e si indica
con il simbolo &(z).
Osservando che

i2=1i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1,

13
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possiamo calcolare facilmente somma e prodotto di numeri complessi z = a + ib, w =
c+1id

z4+w = (a+1ib) + (c+id) = (a +b) + i(c+ d)

z-w = (a+ib) - (c+id) = ac + iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc)

o equivalentemente

R(z+w) =R(2) + R(w), S(z+w) =(z) + S(w)
R(z-w) =RE)R(w) — 3(2)S(w), S(z-w) =RN(2)I(w) + S(2)R(w)

ESEMPIO. Si ha

(34+44) 4+ (7T+8i) =10 + 121
(3+47)-(7T+8i)=—-11+52i
Piano di Gauss. Possiamo identificare il numero complesso z = a + b con il punto del
piano di coordinate (a,b). Si noti che I’asse delle ascisse corrisponde ai numeri reali (i.e.
b = 0), mentre l’asse delle ordinate agli immaginari puri (i.e. a = 0).La rappresentazione
geometrica dei numeri complessi nel piano euclideo viene detta rappresentazione nel
piano di Gauss.

Nel piano di Gauss ’addizione di due numeri complessi corrisponde alla somma tra i
vettori che li rappresentano ottenuta attraverso la regola del parallelogramma.

Coniugato e modulo di un numero complesso. Introduciamo la definizione di
coniugato e modulo di un numero complesso.

DEFINIZIONE 1.1. Dato z = a + b, si definisce coniugato di z il numero complesso Z
definito da

Z=a—1b
EsEwmPpIO.
Se z=4+43i, allora z=4-— 3
se z=—1i, allora z=1;

se z=—4, allora Zz=-—4.

OSSERVAZIONI. Per il coniugato valgono le seguenti proprieta:
Se z,w € C, allora

@Z%;

Se z = a + b, allora z - 7 = a® + b?

(verificare per esercizio le proprieta precedenti attraverso la definizione di coniugato)

DEFINIZIONE 1.2. Dato z = a + ib, si definisce modulo di z il numero reale |z| definito

da
|2] = Va2 + b?

Si osservi che per i numeri reali ritroviamo la definizione di modulo data in R. Infatti se
z=a, allora |z| = Va2 = |a|.

Nel piano di Gauss |z| rappresenta la distanza di z = a+ib dall’origine, cioé la lunghezza
del segmento che congiunge il punto di coordinate (a,b) con (0,0)
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EsEmPIO.
Se z=4+3i, allora |z|= V42 132 = 5
se z=—i, allora |z|=1;
se z=—4, allora |z]=4.

OSSERVAZIONI. Per il modulo valgono le seguenti proprieta:
Se z,w € C, allora

o |2 =z

o |—zl=lze|lzl] =zl

o |z 4+ w| < |z| + |w| (disuguaglianza triangolare).
o [I2] - ful] < |2 — .

(verificare per esercizio le proprieta precedenti attraverso la definizione di modulo)

ESERcIZIO.
e Scrivere in forma algebrica i numeri complessi
14+ 342
342i)-(6+1 .
(+20- 6+, 15 3o

e Trovare modulo e coniugato dei numeri precedenti.
e Riportare i numeri precedenti nel piano di Gauss.

Rappresentazione trigonometrica di un numero complesso

Richiamiamo brevemente la definizione di coordinate polari. Un punto del piano Euclideo
si pud rappresentare sia attraverso le coordinate cartesiane sia attraverso le coordinate
polari (p, ) ove
e p € [0,400) rappresenta la distanza del punto dall’origine;
e ¥ € [0,27) rappresenta ’angolo (in radianti) che il vettore posizione del punto
forma con 'asse delle ascisse.
Le formule di passaggio da coordinate cartesiane (a,b) a coordinate polari (p,?) e
viceversa sono date da
p=+va?+b? a = pcos(V)
{ tan(¥) = 2 { b = psin(v)
(si ricordi che la tangente non ¢ invertibile in [0, 27)).

Dato z = a + ib, utilizzando le formule di passaggio precedenti si ottiene la forma
trigonometrica di un numero complesso

z = p(cos(d) + isin(¥)).
L’angolo ¥ é detto argomento di z e si denota con arg(z), mentre, come gid visto, p

coincide con il modulo di z.

% + i%, allora

=1 - () -

tan(ﬁ)zléﬂ:%

ESEMPIO. Se z =

quindi la forma trigonometrica di z é
(5)+isin (3)
z=cos|— isin (=) .
4 4

i = cos (g) + isin (g) , 1 =cos(0) + isin(0)

Analogamente
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Utilizzando la forma trigonometrica di un numero complesso e proprieta delle funzioni
trigonometriche si possono dimostrare le seguenti formule per il prodotto e il rapporto
di numeri complessi:
Se z1 = p1(cos(¥1) + isin(V1)), z2 = pa(cos(V2) + isin(s)), allora

21 - 29 = p1p2(cos(V1 + V2) + isin(¥1 + V2)),

2L = Plcos(9y — ) + isin(ty — 03))
Z2 P2

0, equivalentemente,

|21 - 22| = |21]|22|, arg(z1 - 22) = arg(z1) + arg(z2),

21

Z Z
— M, arg <1> = arg(z1) — arg(z2).
|22 Z2

Dalle formule precedenti segue subito la formula di De Moivre

2" = p"(cos(nd) + isin(nd)), Vn € N.

22

ESEMPIO. Per calcolare (1+i)7, rappresentiamo il numero 14 in forma trigonometrica,

quindi
1+1¢= \/§(COS (%) + ¢sin (Z)) .

Dalla formula di De Moivre si ha

(144)7 =272 <cos <Zw> + isin (le))

Ricordiamo infine la formula di Eulero che lega le funzioni trigonometriche e la funzione
esponenziale complessa

(0.3) e'? = cos(¥) + isin(v) Vo € R.
Dalla formula di Eulero (0.3) seguono subito le due identita
i —i
cos(¥) = e te ™
2
i —id
e —e
) = ¢
sin(¥) 5

Radici di un numero complesso
Introduciamo la definizione di radice n-sima di un numero complesso
DEFINIZIONE 1.3. Dato n € N, diremo che z é una radice n-sima di w € C se w = 2".

PROPOSIZIONE 1.4. Sia w € C, w # 0, allora esistono sempre n radici n-sime di w. Se
w = r(cos(¥) + isin(9)), allora tali radici sono date da

2z = p(cos(Vg) + isin(Vy)), E=0,...,n—1

ove
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DIMOSTRAZIONE. Posto z = p(cos(p) + isin(p)) allora dalla formula di De Moivre,
2" = p"(cos(ng) + isin(ne)). Quindi, se w = r( cos(¢) + isin(?)), allora 2" = w se e
solo se

pr =,
ne =19+ 2kr, keZ,
da cui, osservando che nella seconda identita per la periodicita delle funzioni trigono-

metriche si ottengono valori distinti solo per k¥ = 0,...,n — 1, otteniamo le formule
(0.4). a

ESEMPIO. Per calcolare v/i, dapprima riportiamo i in forma trigonometrica. Quindi
i = cos(%) +isin(5), cioé r = 1, ¥ = 7. Quindi le radici cubiche di i sono date da

Z), = COS (Mr) + ¢ sin (M), k=0,1,2
3 3
cioé
2y = COS (%) + % sin (%) = ?4- %z
5 .. (b 3 1.
21 = COS <67T> +7sin (671') = 5 + 5@

cos ) + 7 si ) 1
Z29 = - isin | =7 | = —
2 6 6

OSSERVAZIONE. Rappresentando le radici n-sime di w nel piano di Gauss, si pud osser-
vare che esse sono i vertici di un poligono regolare di n lati inscritto in una circonferenza
di centro 0 e raggio |w|'/™

Concludiamo con il Teorema Fondamentale dell’Algebra
TEOREMA 1.5. L’equazione algebrica
a2+ +arz+ap=0

ove a; € C, a, # 0 ammette n radici in C ove tali radici siano contate con la loro
molteplicita.



CAPITOLO 2

Successioni Numeriche

Lo scopo di questo capitolo e di studiare il comportamento di un’espressione dipendente
da un parametro naturale n per n sempre piu grande, cioe “per n tendente a +00”.
Iniziamo con la definizione rigorosa di una successione.

DEFINIZIONE 2.1. Una successione numerica ¢ una funzione a : N — R, cioé una regola
che fa corrispondere ad ogni n € N un’unico a(n) € R.

Generalmente si usa la notazione a, := a(n). Inoltre si rappresenta una successione
elencando tutti i valori assunti in ordine crescente oppure attraverso una formula che
definisce gli elementi a,,.

1

EsEMPIO. a : N = R, a(n) :=

come

definisce una successione che si puo rappresentare

)
n+1 neN

Puo accadere che una formula che definisce gli elementi a,, di una successione non ha
senso per alcuni valori di n, cio¢ il dominio di @ non & tutto N = {0,1,2,3,4,...} ma
soltanto un sottoinsieme della forma {ng,ng + 1,n9 + 2,79 + 3,...}. Comunque anche
in questo caso si parla di successioni.

EseEmpIio. La formula a, := m definisce una successione a : {4,5,6,7,...} — R (il
problema e che qui il denominatore si annulla per n = 0 e n = 3 e quindi non sono

definiti gli elementi ag e a3). In questo caso si scrive

(an)n>4 = (71-(77:/1—?>)>n>4

Altri esempi di successioni sono

(a‘n)NEN = (1> %7 %a iv .. ) oppure (an)nEN = <

e (2,3,5,7,11,13,...) (successione dei numeri primi),
1\n
o (1+5) )nZl’
o (("nen = (6%, ¢4, 4%, ¢3,...) per un q € R fisso (successione geometrica).

Convergenza, Divergenza e Irregolarita per Successioni
Come gia accennato sopra vogliamo studiare il seguente

PROBLEMA. Studiare il comportamento degli elementi a,, di una successione (ap)nen
per n sempre piu grande.

Consideriamo alcuni

ESEMPI. e Per la successione (a,)pen = (%)n>1 = (1, %, %, i, %, . .)n>1 gli elementi
tendono a [ = 0 se n diventa sempre pill grande. -

e Per la successione (an)neny = (1),en = (0,1,2,3,4,5,...), oy gli elementi superano
qualsiasi valore fissato se n diventa sempre piu grande.

e Per la successione (an)nen = ((—1)")peny = (F1, =1, +1, =1, +1,—1,...) .y gli
elementi oscillano tra i valori —1 e 1.

Nelle seguenti definizioni formalizziamo questi tre tipi di comportamenti per le succes-
sioni.

18



CONVERGENZA, DIVERGENZA E IRREGOLARITA PER SUCCESSIONI 19
DEFINIZIONE 2.2 (Successione convergente). (i) Si dice che la successione (an)nen €
convergente al limite | € R se per ogni € > 0 esiste ng € N tale che
|l — an| < € per ogni n > ng.

In questo caso si scrive

lim a, =1 oppure an, — l per n — —i—oo‘
n—-+00

(ii) Se lim ay =0, allora (an)nen si chiama successione infinitesima.
n——+00

EsEMPIO. Vogliamo verificare che

lim 1 =0.
n——4oo ™

Percio ¢ da verificare che per € > 0 esiste ng tale che

T n

1
‘0—%‘— Lce = n>-.
€
Quindi, se scegliamo ng € N tale che ng > % allora

}O—%‘ < € per ogni n > ny,

cioe lim % =0, in altre parole (l

L n)n21 ¢ infinitesima.

PROPOSIZIONE 2.3 (Unicita del limite). Il limite di una successione (an)neN, Se esiste,
€ unico.

DIMOSTRAZIONE. Per assurdo! supponiamo che esiste una successione (a, )nen tale che

lim a, =10 e lim a, =1
n—-+4oo n—-+o0o
con l1,lo € Rely #1y. Allora e := % > 0 e quindi esistono ni,n9 € N tale che
|li —ap| < e perognin>n e |la —an| <€ perognin >ny

Usando la disuguaglianza triangolare risulta per N := max{ni,na}

llh —lo] = |(lh —an) + (an —l2)| < |lh —an| + |ay — l2]
[t —lo]

<ete=2="5=.
Dividendo per [l; — l| > 0 segue 1 < 3 #. Quindi il limite & unico. O
EsERrcizio. Utilizzando la definizione di convergenza verificare che lim 5= = L
n——+oo0 2M+5 2

DEFINIZIONE 2.4 (Successione divergente). Si dice che la successione (ap)nen
e diverge a +00, se per ogni M > 0 esiste ng € N tale che a,, > M per ogni n > ng
e in questo caso si scrive

lim a, = 400 oppure ap — +00 per n — +00;
n—-+00

e diverge a —oo, se per ogni M < 0 esiste ng € N tale che a,, < M per ogni n > ng
e in questo caso si scrive

lim Ap — —OO oppure an — —O0 per n — “+00.
n—+400

e diverge se diverge a +00 oppure —oo.

Per esempio liril n = +00. Se (an)neny ammette limite finito (cioe se converge) oppure
n——+0oo

infinito (cioe se diverge), allora si dice regolare. Rimane quindi la classe delle successioni
che non ammettono limite.

Iper i tre principali modi di dimostrazioni cfr. pagina 175.
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DEFINIZIONE 2.5 (Successione irregolare). Se la successione (a,)nen non € convergente
né divergente allora si dice irregolare (oppure oscillante).

Per esempio la successione ((—1)"),cn € irregolare. Piu in generale consideriamo il
seguente

ESEMPIO (Successione geometrica). Per ¢ € R fisso definiamo a, := ¢". Allora la
successione geometrica (an)nen

(i) diverge a +o0 se g > 1,

(ii) & costante (cioe a, = ap per ogni n € N) se ¢ =1 e quindi lim a, = ap =1,

(iii) & infinitesima se |q| < 1, e

(iv) & irregolare se ¢ < —1.
DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo soltanto (i). Per ipotesi ¢ > 1 e quindi ¢ — 1 > 0. Per la
disuguaglianza di Bernoulli segue

q" = (1+(q—1))n2 1+n-(¢g—1) perognineN.
Ora per M > 0 scegliamo ng € N con ng > %. Allora risulta che

" =z1+n-(¢—1)=1+no-(¢—1)>1+

-(¢q—1)= M per ognin > ng.

Quindi lim ¢"™ = 400 per ogni q > 1. O
n—-+0o00

Consideriamo un’altra successione importante.

ESEMPIO (Successione armonica). Per v € R fisso definiamo a,, := n®. Allora la
successione armonica (ap)n>1

(i) diverge a +oo se a > 0,
ii) e costante (cioe a, = ag per ognin € N) se « =0 e quindi lim a, = a1 =1,
p g q
(iii) e infinitesima se o < 0, e

Il prossimo risultato da una condizione necessaria per la convergenza di una successione.

PROPOSIZIONE 2.6. Una successione convergente (a,)nen € limitata, cioé esistonom, M €
R tale che
m<ap, <M per ognin € N.

DIMOSTRAZIONE. Se | := lirf an allora per € = 1 esiste ng € N tale che |l —a,| <1,
n—-+00

cioe Il — 1 < an <Il+1, per ogni n > ng. Quindi per

m :=min{l — 1,a0,a1,...,an,—1} € M :=max{l+1,a0,a1,...,0n,-1}
segue m < a, < M per ogni n € N, cioe (ap)nen € limitata. a
Il contrario della proposizione precedente non vale, cioé una successione limitata non
deve essere convergente, basta considerare la successione ((—1)"),en che & limitata ma
non converge.

Cerchiamo ora modi per semplificare lo studio della convergenza di una successione senza
dover verificare direttamente la definizione.

Regole per il Calcolo dei Limiti
PROBLEMA. Data una successione “complicata” (an)nen, studiare la sua convergenza.
Una soluzione parziale per questo problema fornisce il seguente risultato

PROPOSIZIONE 2.7 (Regole per il calcolo dei limiti). Siano (an)neN, (bn)nen due succes-
sioni convergenti con a, — l1 € b, — lo per n — +o0. Allora per n — 400

(i) a, £ bn — 1+ lg;

(ii) A * bn — 1 - lg;
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(iii) § — 1 sely #0;
() (an)’ — 1,2 sely > 0;
(v) lan| = |l].
DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo solo (ii) cioe che ay, - b, — Iy - lo per n — +o0:
Visto che (a,)nen converge, per la proposizione precedente esiste M > 0 tale che |a,| <

M per ogni n € N. Inoltre poiché a,, — l1 e b, — la, per ogni € > 0 esiste ng € N tale
che

/2
M + ’lQ’
Quindi con la disuguaglianza triangolare segue

2
E/ Vn>n0.

l1 —an| < < —
|1 n| M+’12‘ =

€ ‘lg—bn’
=0

‘ll-lg—an'bn| = |(ll~lg—an-lg)—i—(an‘lg—an-bn)‘

S‘ll‘12_an‘l2|+‘an‘12_an’bn’

= |l1 — an| - |l2| + |an| - |l — by

e/2 e/2
< It M
= M + |l 2] M + |l
|lo]
e/ M + |la] e/ M + |la]
N—_—— —_——
<1 <1

<e/2+¢e/2=¢ ¥V n>ny,
cioe a, - by, — 1y - lo per n — —4o00. Il
EsEmPI. e Calcolare, se esiste, il seguente limite
. ™2 —2n+3
lim ————.
n—+oo —3n2 +n —1

L’espressione rappresenta il rapporto da due successioni ma scritto cosl non si
puo ancora utilizzare la regola per ‘;—: poiché sia il numeratore sia il denumeratore
divergono. Comunque basta mettere in evidenza nel numeratore e nel denumeratore
la quantitd che cresce piti rapidamente, in questo caso n?. Utilizzando le regole per

somma, differenza, prodotto e rapporto otteniamo

—7—-2-0+3-02=7

—_—~—
E
2
m2-omt+3 (- +5) T
—3n?+n-1 9 1 1 3
(311
n n
—————

——340-02=—3

e Calcolare, se esiste, il limite
lim vn+3—Vn.
n—-+o00

Non si puo applicare direttamente la regola per le differenze poiché i due termini
divergono entrambi. Per procedere si sfrutta la formula (a — b) - (a + b) = a? — b*:

Vi3 Vi = (Vi3 - i) Y
3

o n+3-n . 3 _0
 Vn+34+vn Vn+3+yn  +oo

Qui I'ultimo passaggio viene giustificato dalla seguente
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OSSERVAZIONE. Le regole per il calcolo dei limiti si possono estendere alle successioni
divergenti se al limite si ottiene una delle seguenti forme determinate: Per ogni a € R
definiamo

+ 0
+oo+a:=+o0 TR L)
Foo sea<0 +00
(s00) + (00) 1= oo (1£00) - (£00) = +00 (t00) - (F20) = —o0
q+°°:: 400 seqg>1 —oo . 0 seq>1 qozzlseq>0
0 se0<qg<1 +o0 sel<g<1
Per esempio, se a, — —3 e b, — +oo allora a, - b, — —3 - (+00) = —oc oppure

bn “+o00o

OSSERVAZIONE. La forma determinata ;7= = 0 si puo generalizzare: Sia (an)nen limi-
tata, cioe esistono m, M € R tale che m < a, < M per ogni n € N. Allora ‘g—: — 0
per ogni successione divergente (b,)nen € an - ¢, — 0 per ogni successione infinitesima
(cn)nen. Quindi possiamo definire altre 2 forme determinate

tcl' 't t 2
ek 0 e “limitata” - 0 = 0.
+oo
Esempi concreti sono dati da
i 2y . (1\"
%%0 e cos(n®) - (3)" — 0.

in quanto —1 < sin(z), cos(z) < 1 per ogni x € R, \/n — +00 e (%)n — 0 per n — 400.

OSSERVAZIONE. Con le forme determinate abbiamo esteso le operazioni algebriche in
alcuni casi per gli elementi dei numer: reali estesi

R:=RU{—00,+o0}.

Non si possono pero definire tutte le operazioni tra elementi in R, per esempio le seguenti
operazioni rappresentano forme indeterminate:

0
(£o00) — (F£00) 0- (£o00) 0
+
:tﬁ % per ogni a € R 1%
00
(£00)° 0°

Quindi se per la composizione di due successioni (a,)nen € (bn)nen al limite ottenia-
mo una forma indeterminata, allora non si puo dire nulla sul comportamento della
composizione avendo soltanto informazioni sulla convergenza o divergenza di (a,)nen €

(bn)nGN'

EsEmPIO. Verifichiamo che (+00) — (4+00) ¢ indeterminata, cio¢ sapendo soltanto che
an — +00 e b, — 400 non si puo dire nulla sul comportamento di a,, — b, per n — +oo.
Basta considerare b, :=n e
® a4, :=n = a, — b, =0— 0, cioeé la differenza converge;
ea, =n®>=a,—b,=n%>—n=n%1- %) — +00 -1 = +00, cioe la differenza
diverge;
e a,:=n+(—-1)" = a, — b, = (—1)", cioe¢ la differenza ¢ irregolare.

Le regole per il calcolo dei limiti manifestano che il concetto di limite & compatibile con
le operazioni algebriche.
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EsERrciz10. Calcolare il limite
(- 53)
(Risultato | = %)

Continuiamo studiando il comportamento tra

Limiti e Ordinamento

Se a, =11 e b — Iy per n — +oo con ly,ls € R e a, < b, per ogni n € N, allora

o [y <ly (Teorema del Confronto);
e se inoltre a, < ¢, < b, per ogni n € N e [; = I3, allora anche ¢, — [; per n — 400
(Teorema dei Carabinieri).

In particolare il Teorema dei Carabinieri € molto utile per studiare successioni complicate
(cn)nen incastrandole tra 2 successioni (ap)nen, (bn)neny pitt semplici (cioe tra i due
carabinieri).

EsEMPI. e Vogliamo studiare la convergenza della successione (¢p)n,en con

Allora, —1 <cos(n?) <1=2=3-1<3+4cos(n?)<3+1=4

=
\" 1 " 1\"
) o<(—") <= —
<4> - (3+cos(n2)> - <2> per n = 400
—— ~——
=:an—0 =:bp—0
e di conseguenza lim ¢, = 0.
n—-+00

e Verifichiamo che
lim a=1 per ognia > 0.

n—-+o0o

Consideriamo prima il caso a > 1 e poniamo d,, := /a —1 > 0 cioe {/a=1+d,
per ogni n € N. Per la disuguaglianza di Bernoulli segue

—1
(1+dy)">14n-d, a >d,> 0 per n — 4o0.
=a \'\Tﬁo-/ —0
%

Di conseguenza d,, — 0 e quindi /a = 1+4+d, - 1+ 0 = 1 per n — +oo. Se
0 < a <1 poniamo a := é > 1. Da sopra segue quindi

1 R 1

Va1
OSSERVAZIONE. Il concetto di limite per una successione (a,)nen € collegato al compor-
tamento degli elementi a,, per n sempre piu grande. Quindi i primi elementi non influi-
scono sulla esistenza oppure sul valore del limite. Nel seguito diremo che una proprieta
per una successione vale definitivamente, se esiste un ng tale che tale proprieta vale per

n > ng. Per esempio la successione (ap)nen = (n — 1000),¢cn € positiva definitivamente
poiché a,, > 0 per ogni n > 1000 =: ng.

Va—1 = Va =

=1 per n — 4o00.

OSSERVAZIONI. e Dal teorema del confronto segue che per una successione (an)nen
convergente al limite [ e con a,, € [, ] definitivamente vale | € [, §]. In particolare
segue il Teorema della permanenza del segno: Se (ay,)nen € positiva definitivamente

e lim a, =1 allora !> 0.
n——4o00
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e Non vale I'osservazione precedente per intervalli aperti oppure disuguaglianze stret-
te. Per esempio, se a, > 0 per ognin € Ne lim a, =1 allora NON segue [ > 0!!

n—-+4o0o
Come COIltI'OGSGIIlpiO basta considerare

ap = T —>\O/:l per n — 4-00.
S—~— #0
>0V neN
e Abbiamo detto che § anche per a # 0 ¢ una forma indeterminata. Tuttavia si
potrebbe pensare che sia invece determinata con il valore co. Il problema & che non
si puo decidere il segno dell’infinito. Si possono seguire 2 strade:
— Si introduce un terzo infinito co senza segno e si pone § := oo per ogni a # 0,
oppure
— si considerano soltanto gli infiniti —oco e +00 (come faremo nel seguito) e di
conseguenza ¢ diventa una forma indeterminata come si vede dal seguente

. -1 R .

esempio: @, = "% 5 0ma L = (—=1)™ - n & oscillante.
n an

Il problema posto nell’ultima osservazione si puo risolvere parzialmente introducen-

doinfinitesimi con segno.

DEFINIZIONE 2.8. Sia (a,)nen una successione infinitesima, cio¢ a,, — 0 per n — +o0.
Se

e a, > 0 definitivamente, allora scriviamo a,, — 0" (oppure 11111 a, = 01),
n—-+0oo

e a, <0 definitivamente, allora scriviamo a,, — 0~ (oppure ngrfoo anp =07).

Cosl otteniamo altre due forme determinate
a a

O—i::ioo se a > 0, OTE:::FOO se a < 0.
Inoltre abbiamo
a a
—:=0% sea>0, — =07 sea<0.
+oo +oo
Con queste definizioni le regole per il calcolo dei limiti restano validi. Per esempio
. an—>2,bn—>0_:‘g—:—>o%:—oo,
®ap— —1,by —+oo =2 - =L =0".

PROBLEMA. Per studiare la convergenza di una successione abbiamo finora avuto biso-
gno di avere almeno un candidato per il suo limite.

Per esempio, come vedremo tra poco la successione (an)nen = ((1 + %)”)n cn converge
ma ¢io non si puo dimostrare usando la definizione oppure le regole per il calcolo dei
limiti.

Per risolvere questo problema cerchiamo quindi criteri che implicano la convergenza
senza fare riferimento al limite. Prima ci serve una

DEFINIZIONE 2.9. Una successione (a,)nen si dice

e crescente, se an+1 > Ay per ogni n € N|
e decrescente, se apy1 < a, per ogni n € N,
e monotona, se € crescente oppure decrescente.

Il seguente risultato € molto importante.

TEOREMA 2.10 (Convergenza delle successione monotone). Se (an)nen € monotona, al-

lora ammette limite. Questo limite é finito, cioé (an)nen converge, se (an)nen € limitata.
Inoltre vale

-

lim a, = sup{an : n € N} se (an)nen € crescente,

n—-+o0 inf{a, : n € N}  se (ap)nen € decrescente.
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DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo soltanto che una successione crescente e limitata conver-
ge. Per la completezza di R esiste [ := sup{a, : n € N} € R. Sia € > 0. Allora usando la
caratterizzazione dell’estremo superiore segue che

anp <l < 0<l—a, VYneN e

Jay, tale chel —e <ap, <= [—ay, <e.
Usando inoltre la crescenza di (a,)nen otteniamo

0<l—an,<l—ap, <e perognin>ng

e quindi |l — a,| < € per ogni n > ng, cioe lim a, =I. O
n—-+00

Per dimostrare 'importanza di questo risultato consideriamo due applicazioni. Inoltre
sara utilizzato per dimostrare il “Teorema degli Zeri”, cfr. pagina 51.

Il Metodo di Erone. Per a > 0, K € N con k > 1 definiamo la successione (zp)nen
come

woi:l

Tpy1 = % : ((’f— Dan + ﬁ)

In questo caso non ¢ data una formula per calcolare direttamente x,, per un valore n € N,
ma una regola per calcolare il termine successivo x,+1 della successione conoscendo
quello precedente x,,. Questo modo di definire una successione si dice per ricorrenza ed
¢ legata al principio di induzione. Nel seguente grafico e riportato come viene costruito
Tnt1 da xy:

—Q
F1GURA 2. Il metodo di Erone.

si traccia in = ,, la retta tangente al grafico della funzione f(z) = x* — a che poi

interseca I'asse-z in x,41 (come verificheremo a pagina 60). In particolare si vede che
(xn)nGN e

e definitivamente decrescente (per n > 1), e

e limitata (z, > 0 per ogni n € N).
Quindi per il teorema precedente esiste r € [0, +00) tale che

lim z,=:r

n—+o0o

converge. Per calcolare r notiamo che anche hT Tpe1 = T € poi usiamo le regole per
n—-+0oo
il calcolo dei limiti: Per n — +o0o vale
1 a 1 a
’I“(—.’En+1:%' ((k—l) T +gjnkl) —)E ((k‘—l)’f"i'rkj),
—Tr N———
—rk—1

quindi
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cioe abbiamo “costruito”

r=: ¥/a = radice k-esima di a.

Interesse Composte e il Numero “e” di Nepero. Se un capitale di 1€ viene
investito a 100% di interesse annuale, allora dopo un anno il capitale ¢ di €

1\n
Qp, = (14——) ,
n

se l'interesse viene pagato ogni n-esimo dell’anno. Quindi ci si puo chiedere che cosa
succede se gli interessi vengono pagati dopo periodi sempre piu brevi: per esempio dopo

e ogni mese: n = 12 = a2 = 2,61303529. . .,

e ogni giorno: n = 365 = asgy; = 2, 71456748 . . .,

e orni ora: n = 8760 = agrgo = 2, 71812669. . .,

e ogni secondo: n = 31536000 = as31536000 = 2, 71828178 ...
etc. Visto che per n crescente si accumulano sempre pil interessi composti, la successione
(an)nen = ((1+ %)n)neN & crescente. Quindi (ay)nen €

e crescente, e

e limitata in quanto a, € [2,3] per ogni n € N (usare la formula del binomio di

Newton).

Quindi per il teorema precedente sulla convergenza delle successioni monotone (a,)nen
converge e si pone

IR
e:= lim (1 + 7> = Numero di Nepero.
n

n—-+00

Per il teorema del confronto vale e € [2,3]. Si puo verificare che e ¢ Q e

e = 2,718281828459045 . ..

Confronto tra Successioni
DEFINIZIONE 2.11. Se per due successioni si ha lim £ = 1, allora si dice che (an)nen

n——+oo "
e (bp)nen sono asintotiche e si scrive a, ~ b, per n — 400.

OSSERVAZIONI. e Se a, ~ b, per n — 400, allora (ay)nen € (bn)nen hanno lo stesso
comportamento asintotico, cioe

— (an)nen converge <= (by)nen converge e in tal caso lim a, = lim by;
n—-+00 n—-+00

— (ap)nen diverge <= (by)nen diverge e in tal caso lim a, = lim by;
n——+oo n—-+00

— (@p)nen € irregolare <= (by)nen € irregolare.

e “~” & una relazione di equivalenza sull’insieme delle successioni, cioe
— ap ~ a, per n — +oo (reflessivita),
— ap ~ by, = b, ~ a, per n — +oo (simmetria),

— ap ~ by e by ~cp = ap ~ ¢, per n — 400 (transitivita).
1l seguente principio € spesso utile per semplificare il calcolo dei limiti.

TEOREMA 2.12 (Principio di Sostituzione). Se ap, ~ al,, by ~ bl e c, ~ ¢, pern — +00,
allora

~ " per n — +00.
/
Cn c

!
In particolare ap, - by ~ ay, - b, e = ~ Zf: per n — 400.

Quindi in prodotti e rapporti si possono sostituire successioni con altre successioni asin-
totiche senza cambiare il comportamento asintotico, in particolare senza cambiare il
limite se esiste.
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EsEwmPI. e 2n% — 5n? — 3n + 11 ~ 2n3 per n — 400 poiché
2n3 — 5n? — 3n + 11 5 3 11
=1-———+-——-1-0-0+0=1 — .

2n3 2n  2n2 * 2n3 + per n = 400

e n+ 5 ~ n poiché "TJFS =1+ % — 1 per n — +00. Quindi per il principio di

sostituzione segue (n +5)% ~n? e
2n® —b5n? —3n+11  2n? . 2n®—5n%—-3n+11
~—=2—2= lim
(n+5)3 n3 n—r+00 (n+5)3

E doveroso fare la seguente

OSSERVAZIONE. Il principio di sostituzione !/ NON !!! vale per somme, differenze o
potenze, cioe se a, ~ a, e b, ~ b, allora

o % a, + b, ~al, + b, per n — 400,

o % a, — b, ~al, — b, per n — 400,

o # (an)™ ~ (ap)" per n — +oo,

CONTROESEMPI. e (per la somma) ap, :=n+1~n=:al, eb, :=—n~ —n=:b,
ma ap +b, = (n+1)—n=1eal, +b, =n—n=0non sono asintotiche in quanto
ammettono limiti diversi.

e (per la potenza) ap :=1+ 2 ~1=:qa e b, :==n~n=:b), ma (a,)r = (1+ 1)"
e (a;l)b% = 1" =1 non sono asintotiche sempre poiché ammettono limiti diversi.

Concludiamo questo capitolo con un criterio che & utile per studiare limiti che coinvol-
gono radici n-esime.

PROPOSIZIONE 2.13. Se (an)nen € una successione tale che a,, > 0 definitivamente e

lim O“Z—“ =: q esiste, allora seque che anche
n——+oo “n
lim a, =q.
n—-+4o0o " q

EsEmMPIO. Sia a, = n. Allora aZ—:l = ”T‘H =1+ % — 1 e quindi

lim /n=1.

n—-+o0o

Esercizio. Calcolare, se esiste, lm 22, (Suggerimento: n = /n")
n—+oo ™



CAPITOLO 3

Serie numeriche

Consideriamo il seguente

PROBLEMA. Sommare tutti gli elementi di una successione (a,)nen, cioé dare senso alla
somma infinita

+oo
a0+a1+a2+a3+...:2ak.
k=0

L’idea per risolvere questo problema & di considerare prima le somme parziali (oppure
ridotte) n-esime

n
Sn ::a0+a1+a2+...+an:Zak, neN
k=0

e poi mandare n — 4o00.

Convergenza e prime Proprieta

“+o00
DEFINIZIONE 3.1. Diremo che la serie numerica Y ay
k=0
“+o00o
e converge alla somma s € R, se lim s, = s e in questo caso scriveremo » . aj = s;
n—-+00 k=0
+o0o
e diverge a +00, se lim s, = 00 e in questo caso scriveremo » | a = +00;
n—-+00 k=0
e ¢ irregolare (oppure oscillante), se (Sp)nen € irregolare.
+00
Quindi studiare una serie Y aj significa studiare la successione delle somme parziali
k=0
(Sn)neN-
EsEwmPI. e Serie geometrica. Se ¢ € R allora
1
+o0 1—q Se’Q‘<:L
k_ 2, 3, 4 _
¢ =14+q+q¢ +q¢ +q +...= 4+ seq>1,
k=0 ¢ irregolare  se ¢ < —1.

DIMOSTRAZIONE. 1° caso ¢ = 1: Se ¢ = 1 allora ¢* = 1 per ogni k € N e quindi
sn=14+1"4+124+.. . +1"=n+1— 0.
2° caso ¢ # 1: In questo caso le somme parziali valgono (cfr. pagina 12)

1— n+1 1
sn=+q¢ +¢+.. . +q" = 1q = -1
—q 1—-q 1-g¢q

La tesi ora segue dal comportamento della successione geometrica, cfr. pagina 20
0

n

q .

28



CONVERGENZA E PRIME PROPRIETA 29

e Serie armonica.

3 4 5

=1 1 1 1
ZE—“F +o+-++... =+
k=1

IDEA DELLA DIMOSTRAZIONE.
—+00

Zl—1+1+ LN Y Y G
~k 2 \3 4 56 78 910 " 16)

O

OSSERVAZIONE. Useremo la divergenza della serie armonica per dimostrare che
(teoricamente) si pud costruire una scala autoportante che superare qualsiasi di-
stanza. Percio consideriamo gradini della lunghezza | = 2 e del peso 1 che sistemia-
mo uno sul altro (senza usare colle o fissaggi) in maniera di superare una distanza
massima. Usando solo 2 gradini ¢ molto semplice: dobbiamo sistemare il gradino
sotto tale che lo spigolo capita esattamente sotto il (bari)centro del gradino sopra:
Continuiamo e sistemiamo un terzo gradino sotto i primi due:' Se z indica lo sbalzo

. » = baricentro

FicuraA 3. Scala autoportante: 2 gradini.

del secondo al terzo gradino, dalla legge della leva (cfr. grafico) segue

baricentro 2° gradino: peso 1

baricentro 1° gradino: peso 1
= spigolo 2° gradino

I

spigolo 3° gradino

FicURrA 4. Scala autoportante: 3 gradini.

1-l—-2)=12 = =z=

DO

Continuando in questa maniera arriviamo al punto in cui dobbiamo sistemare il
(n + 1)-esimo gradino sotto quelli n precedenti. Come prima dobbiamo piazzare il
gradino sottostante in maniera che lo spigolo capita esattamente sotto il baricentro
del corpo fatto dai n = (n — 1) 4+ 1 gradini sovrastanti. Visto che
— lo spigolo del n-esimo gradino capita esattamente sotto il baricentro del corpo
fatto dai primi (n — 1) gradini (e quindi dal peson — 1) e
— la distanza tra lo spigolo del n-esimo gradino e il suo baricentro e 1
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baricentro n°® gradino: peso 1

baricentro primi (n-1) gradini: peso n-1
= spigolo n°® gradino

spigolo (n+1)° gradino
F1GURA 5. Scala autoportante: n + 1 gradini.
sempre per la legge della leva segue (cfr. grafico)

1-Ql-2)=n-1)-z = mzi.

1° gradino

2° gradino

.

(n-1)° grad.
[ gradino_J1/(n-1)

(n+1)° grad.|1/n
N

V

Sn

FIGURA 6. Scala autoportante che supera (teoricamente) qualsiasi distanza.

Cosi con n + 1 gradini abbiamo costruita una scala autoportante che supera la
distanza

sn:=1+%+%+...+%—>+oo per n — 4-o00.
Comunque, con 10.000 gradini di lunghezza | = 2m in questa maniera si superano
appena 9,21m e per superare 10m servono addirittura 22028 gradini!

o Serie di Mengoli.

LR => =
1.2 2.3 3.4 457 k- (k+1)
DIMOSTRAZIONE. Per induzione si puo dimostrare (Esercizio!)? che

1 1
:E —=1-— =1 — .
Sn k_lk-(k-i-l) 1 per n +0oo

1sopram non si puo aggiungere niente senza che crollasse tutto!

2In alternativa si puo usare il seguente trucco:
=1

Z(k+1 Z" 11 " "2“1 1
= _—— = —_ — —:1_
(k+1) k=1<k k+1> ok ok n+1

=somma telescopica
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Solo in casi rari e possibile trovare una formula esplicita semplice per le somme parziali
di una serie. Di conseguenza si pone il seguente

+00
PROBLEMA. Come si pud studiare la convergenza di una serie ) aj senza conoscere
una formula semplice per le somme parziali s,,7 k=0

Evidenziamo che cosl non chiediamo piu di calcolare la somma della serie ma soltanto
di verificare che la somma esiste e sia finita. Iniziamo con la seguente

+00
PROPOSIZIONE 3.2 (Condizione necessaria). Se . ay converge, allora lim ag = 0.
k=0 k—4o00
+o00
DIMOSTRAZIONE. Sia s := Y ag, cioe s = lim s,. Allora anche lim s, = s e
k—0 n—+o0o n—+oo

quindi lim (s, — sp—1) = s — s = 0. Cosi risulta
n—-+4oo

Sp—8p—1=(ap+ar+ay+...+apn1+ay) —(ag+ar+az+...+an-1)
=a, — 0 pern — +oo.
O

Evidentemente questa condizione & soltanto necessaria ma non sufficiente per la conver-
genza come si vede dalla serie armonica. Come vedremo nel seguente paragrafo I'ordine
in R ci aiuta a risolvere il problema posto sopra.

Serie a Termini Positivi

Se a > 0 per ogni k € N, allora s,+1 = Sy + ap+1 > S, € quindi (s,)nen € crescente.
Quindi possiamo usare il teorema sulla convergenza delle successioni monotone (cfr.

“+oo
pagina 24) per studiare il comportamento della serie ) ax. In questa maniera otteniamo
k=0

TEOREMA 3.3. Se ap, > 0 per ogni k € N (basta anche ay, > 0 definitivamente), allora

+oo T
, converge se e solo se (Sp)nen € limitata,
la serie g a i o
P diverge a +00  se e solo se (sp)nen non & limitata.

Quindi per una serie a termini positivi basta verificare la limitatezza della successione
delle somme parziali per ottenere convergenza. Inoltre risulta che una serie a termini
positivi non puo essere irregolare.

EsEmpP1O. Consideriamo la serie a termini positivi
—+o0 1
ZE = serie esponenziale
k=0

Per verificare la convergenza osserviamo che per k > 2 vale

k—1 1 1 1\ k
Kl=1-2-3-...-k >2 = ngkﬂzg.(i) )
>2.2.....2=2k—1

Questa relazione vale pero anche per k =0 e k = 1 e quindi risulta che

n n & +oo k 2
SHZZH§2'Z(%) SQZ(%) :1_124 per ogni n € N.
k=0 k=0 k=0 2

+oo
Quindi (s, )nen € limitata e di conseguenza s := % converge. Inoltre dal teorema del
k=0

confronto segue che s < 4.
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OSSERVAZIONE. In seguito dimostreremo che s = e, cioe
+00 1
Z g = €.
k=0

Nell’esempio precedente per dimostrare la convergenza della serie esponenziale I’abbiamo
confrontata con la serie geometrica con ¢ = % Nel seguente risultato generalizziamo
questa idea e consideriamo 2 serie qualsiasi.

PROPOSIZIONE 3.4 (Criterio del confronto). Sia 0 < aj, < by, definitivamente. Allora

+oo “+o0o
Z b  converge = Z ap converge
k=0 k=0
~—— ~——
Maggiorante Minorante
oppure
+00 +oo
Z ar diverge = Z b  diverge
k=0 k=0
~—— ——
Minorante Maggiorante
+00
EsEmp1O. Consideriamo la serie Z ﬁ Visto che ﬁ > % per ogni k > 1 segue dalla
k=1
+oo +oo
divergenza della serie armonica Z % la divergenza di Z ﬁ
k=1 k=1

Del criterio precedente esiste anche una versione asintotica.

PROPOSIZIONE 3.5 (Criterio del confronto, versione asintotica). Sia ai > 0 e by > 0
definitivamente tali che esista

lim b—k::leR.

k—+o0 G,
Allora
—+o00 “+00
Z by, converge = Z ap converge
k=0 k=0
oppure

+oo +oo
Z a, diverge = Z by diverge
k=0 k=0

Se inoltre | # 0 (in particolare se ap ~ by per k — +0o0), allora valgono anche le
implicazioni opposte, cioé

+o0o +oo
E ag converge <~ E bk converge
k=0 k=0

oppure

+00 +o0o
Z ap diverge = Z by diverge
k=0 k=0
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+o0o
EsEmPIO. Consideriamo la serie E 1%2 Per studiare la convergenza confrontiamola con
k=1

—+o00
la serie di Mengoli Z m Allora

k=1
1
77 k-(k+1 1
B = (k+ ):1+7—>1:17é0.
e k2 k
% (k1)
+0o0o
Quindi, visto che la serie di Mengoli converge, converge anche la serie Z 1%2
k=1

OSSERVAZIONE. Usando metodi piu sofisticati si puo dimostrare che
k26
k=1
PROBLEMA. Data una serie, trovare una serie minorante divergente oppure una serie
maggiorante convergente per applicare il Criterio del Confronto.
Una possibilita per affrontare questo problema e di usare come seconda serie la serie
+o0o
geometrica > ¢* per ¢ > 0. Sfruttando questa idea si possono dimostrare i seguenti due
k=0
criteri.

PROPOSIZIONE 3.6 (Criterio del Radice). Sia ar > 0 definitivamente. Se esiste q =

+00
lim {/ay, allora la serie Y ay
k—4o00 k=0

e converge se q < 1,
e diverge se ¢ > 1,
e non si puo concludere nulla sul comportamento della serie se ¢ = 1.

. k
ESEMPIO. Sia ag := & per a > 0 fisso. Allora

{“/@:Q%O:q<1

k
+00
e quindi la serie ) aj converge.
k=0
PROPOSIZIONE 3.7 (Criterio della Rapporto). Sia ap > 0 definitivamente. Se esiste
+oo
q:= lim “*L qllora la serie Y ay
k—-+oc0 k k=0

e converge se q < 1,
e diverge se ¢ > 1,
e non si puod concludere nulla sul comportamento della serie se ¢ = 1.

ESEMPIO (Serie Esponenziale). Sia ay := %;: per a > 0 fisso. Allora

a ja— aktl k! a
! C R
ktl = (k+k1)' = = —)O:q<1
ay at (k+1)!-a E+1
k! N——
=k!-(k+1)
+oo .
e quindi la serie ) %y converge.
k=0

Concludiamo questa sezione con un importante
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ESEMPIO (Serie Armonica Generalizzata). Sia ay 1= k% per a € R fisso. Allora sappiamo

+o0o
per il criterio del confronto che la serie > ay
k=0
e diverge per o = 1 = diverge per ogni a < 1,
e converge per a = 2 = converge per ogni o > 2

dove le implicazioni seguono dal criterio del confronto:

+oo

a<l = % < k% cioe g % € un minorante divergente,
k=1
“+oo

a>2 = k% > k:% cioe l%? € un maggiorante convergente
k=1

della serie armonica generalizzata.

Mancano pero i parametri a € (1,2). Quindi si pone la domanda come si comporta
la serie armonica generalizzata per questi parametri. Come vedremo in seguito (cfr.
pagina 123) vale la seguente.

PROPOSIZIONE 3.8.

—+00 1
Z T converge <~ a>1
k=1

Serie a Termini di Segno Variabili

Abbiamo visto che la serie armonica diverge:

fl—l—i-l—i-l—i-l-f—l-i- = 400
k2 3 4 5

Cioe facendo un numero sufficientemente grande di passi di lunghezza % in avanti si

supera qualsiasi limite.

1

0 1 2

F1GURA 7. Divergenza della serie armonica

PROBLEMA. Che cosa succede se dopo ogni passo cambiamo direzione o, in termini
matematici, se i termini cambiamo segno? Cioé come si comporta la Serie di Leibniz

oo
1 1111 9
) =l S
kzzl( )’y T3 737175

Per ottenere una idea tracciamo un grafico simile a quello precedente:
Dalla figura precedente si pud avere 'impressione che la serie converge. Cio ¢ infatti vero
per la
PROPOSIZIONE 3.9 (Criterio di Leibniz). Se la successione (ax)gen €
e decrescente, e


http://it.wikipedia.org/wiki/Leibniz
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Ficura 8. Convergenza della serie di Leibniz.

e infinitesima
+o00

allora la serie Y (—1)*ay =: s € R converge. Inoltre vale
k=0

Is — sp| < ap+1 per ogni n € N.
OSSERVAZIONE. Si puo verificare che
+oo

S DF 1 = (@)

k=1

EsEmPIO. Sia ap = kia per a > 0. Allora (aj)ren © decrescente e infinitesima e quindi

400 1
Z(—l)kk—a converge per ogni o > 0.
k=1

Confrontando la serie armonica con la serie di Leibniz ricaviamo un’importante

OSSERVAZIONE. Se

+oo +oo
Z ay, converge TS Z |ax| converge
k=0 k=0
convergenza (semplice) convergenza assoluta
+o0o
Infatti per a; = (—1)*+ la serie kzl aj converge mentre
+00 +o00 +00
S jarl =3 |(-DF | =S5 diverge
Ll = — —| = — .
k k
k=1 k=1 k=1
Invece vale il contrario:
+o0 +o0
PROPOSIZIONE 3.10. Se Y |ag| converge, allora converge anche Y ay, cioé la conver-
k=0 k=0

genza assoluta implica la convergenza semplice.

+oo

Questa proposizione ¢ molto utile in quanto la serie Y |ay| &€ sempre a termini positivi e
k=0

quindi puo essere studiata con i criteri per tale serie. Per esempio, applicando il criterio

+o00
del rapporto e della radice a ) |ax| otteniamo la seguente

k=0
PrRoOPOSIZIONE 3.11. Se
. ak+1 . k
= lim <1 oppure = lim +/|ag| <1
q k—4oo | G PP q k—+o00 ’ k‘

+o00o
allora " ap converge assolutamente e quindi anche semplicemente.
k=0
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ESEMPIO (Serie Esponenziale). Sia ay := “k—lf per a € R fisso. Allora

[ al
ak+1 (k+1)! a
ay, \zlzgl"c k+1 1

+00
e quindi la serie ) aj converge.
k=0

OSSERVAZIONE. Piu tardi (vedi pagina 89) dimostreremo che

+00 L

a a .
g y:e per ogni a € R.
k=0

Concludiamo con un’osservazione abbastanza sorprendente.

OSSERVAZIONE. Mentre per una somma finita l'ordine degli addenti non influisce al
risultato, p.e.

1+243+4=10=4+1+3+2=3+1+2+4=...

cio in generale non vale per le serie, cioe per somme infinite.
Per esempio si puo verificare che per qualsiasi s € R esiste un “riordinamento” della

+oo
serie di Leibniz Y (—=1)*}, ciod un’ordine per sommare gli elementi della successione
k=1
((—l)k %) x>0 che converge esattamente alla somma s. In altre parole, sommando gli
elementi (—l)k%, k =1,2,3,4,... nell’ordine giusto si pud avere qualsiasi somma. In
questo senso una somma infinita non € pitt commutativa, cioé indipendente dall’ordine
degli addendi.
Questo fenomeno, pero, si verifica solo per le serie che convergono ma non conver-
gono assolutamente come per esempio la serie di Leibniz. Per una serie che converge
assolutamente invece ogni riordinamento converge alla stessa somma.



CAPITOLO 4

Limiti per Funzioni Reali di una Variabile Reale

DEFINIZIONE 4.1. Una funzione f : X C R — Y C R si dice funzione reale di una
variabile reale. In questo caso il grafico

G(f)={(@.f@) we X} R,
cioe si puo disegnare nel piano zy.

EseMPIO. Definiamo A(r) := area di un cerchio di raggio r > 0. Questa regola definisce

und funzione A : [0, +00) — R con immagine A(R) = [0, +00). Inoltre A(r) = 7r? e

quindi il grafico G(A) C R? & dato da (parte di) una parabola:
A
AW )

251 /
] /

20
15+

10~ e

. e

: T T T T T T /r.
0 05 1 15 2 25 3

F1Gura 9. Grafico di A(r).

Operazioni e Composizione tra Funzioni

Somma, Differenza, Prodotto e Frazioni di Funzioni. Le operazioni algebriche si
possono facilmente estendere dai numeri alle funzioni.

Se f: X1 CR —>Reg: Xo CR — R sono due funzioni allora definiamo per
X =X1NXy

la somma f+g: X =R, (f+9)(z):= f(z) + g(x) per z € X;

la differenza f —g: X — R, (f — g)(z) := f(zx) — g(z) per x € X;

la prodotto f-g: X — R, (f-g)(z) = f(z)-g(z) per x € X;

la frazione 5 : Xo = R, 5( )= féxg perx € Xg:={z€ X :g(z2) #0};

Un altro modo per costruire una nuova funzione da due funzioni date ¢ la

Composizione di funzioni. Se f: X - Y eg:Y — Z allora la funzione
gof: X =27, (90f)(z):=g(f(x)), z€X
si dice funzione composta di f e g.

EseEmpIO. Se f(z) = |z| e g(x) = sin(z) allora (g o f)(x) = sin |z|. In questo esempio
possiamo anche considerare f o g per il quale si ottiene (g o f)(x) = |sin(m)‘. Quindi in
generale fog=#go f.

37
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Proprieta di Funzioni Reali
Elenchiamo in seguito alcune proprieta importanti di funzioni reali.

Funzioni Invertibili.

DEFINIZIONE 4.2. Una funzione f : X — Y si dice
e iniettiva, se per ogni x1,r9 € X, ¥y # xo si ha f(x1) # f(x2), cioé se per ogni
y € Y esiste al piv, un x € X con f(x) = y;
e suriettiva se per ogni y € Y esiste almeno un xz € X con f(z) = y;
e biettiva se f ¢ iniettiva e suriettiva, cioe se per ogni y € Y esiste un unico x € X
con f(x)=y.
Esempio. Consideriamo la funzione fi, : Xp — Yk, fu(z) := 22 per diverse scelte di
Xk,Yk Q R (k = 1,2):
(a) X1 =R, Y; =R. In questo caso
e per 0 < y € Yp esistono due z1,72 € X1, 21 = —\/y # 2 = +,/y con
(1)? = (22)? = y e quindi f; non ¢ iniettiva;
e per y < 0 non esiste € X tale che fi(z) = 2 = y e quindi f; non & suriettiva.
Riassumendo f; non & né iniettiva né suriettiva.
(b) X2 =R, Ys = [0, +00). In questo caso
e per 0 < y € Y3 esistono due z1,22 € Xo, 11 = —\/y # 22 = +,/y con
(71)? = (22)? e quindi f non ¢ iniettiva;
e per y € Y definiamo  := +,/y € X, che implica fa(z) = z* =y e quindi f; &
suriettiva.
Riassumendo fo non ¢ iniettiva ma e suriettiva.
() X3 =[0,+00), Y3 = R. In questo caso per 0 < y € Y3 x := +,/y ¢ l'unico = € X3
con z2 = y mentre per 0 > y € Y3 non esiste x € X3 tale che f3(z) = 22 = y. Quindi
e f3 & iniettiva;
e f3 non e suriettiva.
Riassumendo f3 & iniettiva ma non & suriettiva.
(d) X4 = [0,+00), Yy = [0,+00). In questo caso per ogni y € Yy z := +,/y ¢ I'unico
x € X4 con x? = y. Quindi
e f4 ¢ iniettiva;
e f4 & suriettiva.
Riassumendo f4 & biettiva.

OSSERVAZIONI. e Al livello del grafico G(f) per una funzione reale f : X — Y vale:
— f ¢ iniettiva <= ogni retta orizzontale attraverso un punto y € Y interseca
G(f) al pit una volta;
— f esuriettiva <= ogni retta orizzontale attraverso un punto y € Y interseca
G(f) almeno una volta,;
— f € biettiva <= ogni retta orizzontale attraverso un punto y € Y interseca
G(f) un’unica volta;
cfr. Figura 10
e Una funzione f: X — Y ¢ biettiva se e solo se esiste una funzione g : ¥ — X tale
che
— (9o f)(@)=g(f(z)) =z per ogniz € X, ¢
— (fog)(y) = f(g9(y)) =y per ogniy € Y.
In questo caso g & unica, si chiama funzione inversa di f e si scrive f~!:=g.
e Dal fatto che f(r) =y <= z = f~!(y) segue che i grafici G(f) di f e G(f~1) di
f~! sono simmetrici rispetto alla bisettrice y = x, cfr. Figura 11.

EsEMPIO. Abbiamo visto nell’esempio precedente che la funzione f : [0, +00) — [0, +00),
f(x) := 2% & invertibile. In questo caso la funzione inversa f=! : [0, +00) — [0, +00) &
data da f~!(z) = \/z. In particolare, f~!(z) # % =L

2
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(a) (b) (c) (d)
fi(=) fo() fs(@) fa(z)
y>0 y>0 y>0 y>0
X X x x
T, To T, Ty Ty T
y<0 y<0

FicurA 10. Funzione (a) non iniettiva, non suriettiva; (b) non iniettiva
ma suriettiva; (c) iniettiva ma non suriettiva; (d) iniettiva e suriettiva
cioe biettiva.

1
FIGURA 11. Grafico di f(z) =2%e f~!(2) = V.

Funzioni Limitate. Una funzione f: X CR — R si dice

o limitata superiormente se esiste M € R tale che f(z) < M per ogni z € X

e limitata inferiormente se esiste m € R tale che m < f(z) per ogni z € X;

e [imitata se & superiormente e inferiormente limitata, cioe se esistono m, M € R tale
che m < f(x) < M per ogni x € X.

EsEMPI. e f(r) = 2% z € R ¢ inferiormente ma non superiormente limitata;
e f(x) =23, x € R non ¢ inferiormente né superiormente limitata;
o f(z) =sin(x), z € R ¢ limitata, cfr. pagina 43.

Funzioni Simmetriche. Sia X C R simmetrico rispetto a x = 0 (cioe x € X = —x €
X). Allora f : X — R si dice

e pari, se f(—x) = f(z) per ogni z € X;

e dispari, se f(—x) = —f(x) per ogni z € X.

(OSSERVAZIONI. o f ¢ pari <= il grafico di f e simmetrico rispetto all’asse y;
e f ¢ dispari <= il grafico di f & simmetrico rispetto all’origine, cfr. Figura 12
e Se f ¢ dispari e 0 € X (= dominio di f) allora f(0) = 0.
e Valgono le seguente regole per prodotto e rapporto tra funzioni pari (=p) e dispari

(=d):

fi

Ji-faopp. 5 | i=p =d
fo=p p d
=d d p

ESEMPI.
f(z) =22, & € R & pari, f(z) = 23, z € R & dispari.
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f pari f dispari

FiGurA 12. Funzione pari e dispari.

Piu in generale si ha: f(z) = 2" conn e N e
e pari <= n e pari,
e dispari <= n e dispari.
Funzioni Monotone. Sia X C R, x1,22 € X con x1 < 9. Allora f: X — R si dice

o crescente, se f(x1) < f(x2);

e strettamente crescente, se f(x1) < f(z2);

e decrescente, se f(x1) > f(x2);

o strettamente decrescente, se f(x1) > f(z2).

e (strettamente) monotona, se € (strettamente) crescente oppure (strettamente) de-
crescente.

ESEMPI. e f(z) =2®, x € R ¢ strettamente crescente;
e f(z) =22, v € R non & monotona;
o f(z) =22 x € (—00,0] & decrescente.

Funzioni Periodiche. Sia X CR e T > 0 tale che x +7T € X per ogni z € X. Allora
f X — R si dice periodica di periodo T, se T ¢ il piu piccolo numero > 0 tale che
fx+T) = f(z) per ogni z € X.

ESEMPIO. f(x) = sin(z) € periodica di periodo T' = 2.

Funzioni Elementari

Nel seguito iniziamo una lista di funzioni elementari che utilizzeremo nello svolgimento
del corso.

Polinomi. Se ag,aq,...,a, € R allora I’espressione
p(z) == apx" + an12" '+ .. . +axz+ag conzeR

si dice polinomio. Se a, # 0 allora n si dice grado di p. Un polinomio della forma
p(x) = ax™ si dice anche monomio.

EsSEMPIO. p(x) = 22% — 522 — 62 + 1 & un polinomio di grado n = 3.

Funzioni Razionali. Se p e ¢ sono due polinomi di grado n ed m rispettivamente,
I’espressione

si chiama funzione razionale con grado n — m. Il dominio X della funzione razionale r

e data da {x € R: ¢(x) # 0}.

2— \ . . .
EsemPIO. 7(z) = Qﬁ’zxmiw?’l—&-ﬁix e una funzione razionale di grado 2 — 5 = —3 e con

dominio X =R\ {-2,-1,0,1,2}.
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Potenze ed Esponenziali.

PrROBLEMA. Come si puo definire a” per a > 0 e r € R, per esempio quanto vale
27 =7

Per risolvere questo problema, cioeé per dare una definizione rigorosa di a”, useremo
alcuni risultati del Capitolo 1 procedendo in 2 passi:

1° Caso: r = % €Q.SepeZel+#qeN, allora usando le radici (introdotte con il
metodo di Erone a pagina 25) definiamo
1
A" =ai = (aP)a = Var = (\7&)”
Per esempio
3
a1 := Va3 = (4%/5) ) o314l . 109/93141
Si osservi che per definire ¢/a, per ¢ pari, deve essere a > 0.
2° Caso: 7 € R. Per semplificare la presentazione consideriamo solo il caso a > 1 e

r > 0, gli altri casi si possono trattare similmente.
Se r € R ha la rappresentazione r = p, qpjaeasay . .. @pQn41 - . . allora definiamo

PO a3y . . . Oy
= Q.

T = P, QO o304 . . . 0, 000 . ..

10n+1
Per esempio per r = 7 vale 19 = 3,141 = i’éé(l). Cosi abbiamo definito una

successione (ry,)pen con le proprieta
— rn € Q per ogni n € N,
— 1 € [p,p+ 1] per ogni n € N,
— lim ry, = r poiché¢ 0 < r—r, = 0,0...00pt10042... < 107" — 0 per
N——+00
n — +090,
— (rn)nen € crescente.
Visto che r, € Q possiamo definire

an =a™

come nel primo passo. Siccome la funzione a® con x € Q per a > 1 € crescente, la
successione (ay)nen €
— crescente poiché (r,)n,en € crescente, e
— limitata poiché a,, € [a?,aPt1].
Quindi per il teorema sulle successioni monotone limitate (cfr. pagina 24) il limite
T

a = lim a,= lim a™
n—-+oo n—-+oo

converge e definisce la potenza a” di base a ed esponente 7.

PROPOSIZIONE 4.3. Per le potenze valgono le regole
e a -a®*=a"" per ognia >0, r,s € R;
e (a")* =a""* per ognia >0, r,s € R;
e a"-b" = (a-b)" per ognia,b>0, reR.

Fissando la base e facendo variare I’esponente come argomento, oppure il viceversa,
possiamo definire altre 2 funzioni elementari.

DEFINIZIONE 4.4. e f: (0,400) — R, f(z) := 2" per r € R fisso si dice funzione
potenza di esponente r.
e g:R =R, g(x) :=a” per a > 0 fisso si dice funzione esponenziale di base a.

OSSERVAZIONE. Per r > 0 si puo estendere la funzione potenza z” su [0, +00) definendo
0" := 0. Inoltre per certi valori di » € R si puo definire 2" anche per x < 0, per esempio

x? = z - x oppure (—8)% =/-8=-2.
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"

r>1

0o<r<1

1 r=0

. r<0 =

FIGURA 13. La funzione potenza.

0<a<1 a>1

x

-15-1-0,5 0 05 1 1,5
FiGUuRA 14. Funzione esponenziale di base a e funzione esponenziale.
L’esponenziale pitu importante & quello in base a = e che si chiama funzione esponenziale

e che fornisce una delle funzioni pitt importanti della matematica.

Funzioni Iperboliche. Con la funzione esponenziale definiamo le seguenti tre funzioni:

e Coseno Iperbolico cosh(z) := ez‘z‘rz7 x € R.
e Seno Iperbolico sinh(x) := ew_;_w, z € R.
. .__ sinh(z) 107
e Tangente Iperbolico tanh(z) := cosh(z)? L € R. cosh (x)
5
tanh(x) Y e aamat! ¥
0.5
2 1 1 2 z -5+
0] sinh(x)
_10_
FicuraA 15. Le funzioni iperboliche.
OSSERVAZIONI. e cosh ¢ pari e inferiormente limitata. Infatti cosh(x) > 1, in parti-

colare cosh(x) # 0, per ogni x € R. Il grafico di cosh si chiama anche “catenaria”
in quanto 'andamento & quello caratteristico di una catena che si lascia pendere
(cfr. Figura 16).

FiGurA 16. La catenaria.

e sinh e dispari e strettamente crescente.
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e tanh e dispari, strettamente crescente e limitata: —1 < tanh(x) < 1 per ogni = € R.
e Vale la relazione cosh?(z) — sinh?(z) = 1 per ogni z € R.

Funzioni Circolari. Per definire le funzioni circolari dobbiamo dapprima misurare
angoli in radianti (cfr. Figura 17).

FiguraA 17. Misura di angoli in radianti.

Quindi Pangolo ¥ = x (radianti), dove & = lunghezza dell’arco PQ € [0,27) orientato
in senso antiorario. Per x < 0 oppure z > 2x si puo identificare x con x mod 2x. Per
esempio 90° = 3, 180° = 7, 270° = 37”, 360° = 27 e 3rmod 2m = 7, —Hmmod 2w =7
etc.

Introduciamo ora con ¢ = x radianti graficamente le funzioni

tan(z)
sin(x)

F1GURA 18. Definizione delle funzioni circolari.

e Seno: sin(x), x € R,
e Coseno: cos(x), x € R,
e Tangente: tan(z) = sin(z) e R \{&H .7 ke z).

cos(z)”’

OSSERVAZIONI. e cos € pari, limitata (—1 < cos(z) < 1V x € R) e periodica di
periodo T = 2.
e sin e dispari, limitata (—1 <sin(z) <1V z € R) e periodica di periodo T = 27.
e tan e definita per x # L;'l -m, k € Z, dispari, né inferiormente né superiormente
limitata ma periodica di periodo T = 7.
e Per le funzioni circolari valgono numerose relazioni, per esempio
. cos?(z) + sin?(z) = 1 per ogni = € R (cid segue dal Teorema di Pitagora, cfr.
Figura 18);
. sin(z) — sin(y) = 2 - sin(*5Y) ~cos(ajzﬁ) per ogni z,y € R;
. cos(z) — cos(y) = —2 - sin(%5Y) - sin(23¥) per ogni z,y € R.
Le ultime due relazioni si chiamano formule di prostaferesi.
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S Sll’l(.’l))_z 1 T 3
0 T 2 x

=27

o

cos(xz) . |
m ™~ ‘ ‘ ‘ |

- |
|

- 2
x

-2m 37 H H on
i 2

Figura 19. Grafici di sin, cos e tan.

Limiti delle Funzioni Reali
Data una funzione f: X CR — R e ¢ € R consideriamo il seguente

PROBLEMA. Studiare il comportamento di f(z) per x vicino (ma differente!) a ¢
EseMPIO. Se X = N e ¢ = +oo, f : N — R diventa una successione (a,)pen dove
an, = f(n) e il problema si trasforma nello studio di a,, per n “vicino a” +o0, cioe ci ha
portato al concetto di limite per le successioni.

Per analizzare questo problema per una funzione qualsiasi ci serve dapprima una
DEFINIZIONE 4.5. ¢ € R si dice punto di accumulazione dell’ insieme X C R se esiste

una successione (zp)nen con
e 1, € X per ognin € N,
e 1, # cperognin €N,

e lim z,=c
n—-4oo

I primi 2 punti si possono brevemente scrivere come (zp,)neny C X \ {c¢}. Quindi ¢ ¢ un
punto di accumulazione di X se in X \ {¢} si pud avvicinare al punto c.

EsEmPI. e ¢ = 3 non ¢ un punto di accumulazione di N in quanto non esiste una

successione (p)neny C N\ {3} con lim x, = 3.
n—-+oo
e ¢ = +oo ¢ infatti 'unico punto di accumulazione di N.

e ¢ = —1 non ¢ un punto di accumulazione di [0, +00).
e Se I C R ¢ un qualsiasi intervallo con gli estremi a e b, allora ¢ ¢ un punto di

accumulazione di I <= ¢ € [a, b].
Ora siamo in grado di generalizzare il concetto di limite dalle successioni alle funzioni
reali arbitrarie.
DEFINIZIONE 4.6 (Limiti per le Funzioni). Sia f : X C R — R una funzione reale e sia
¢ € R un punto di accumulazione di X. Allora diremo che

f tende al € R per x tendente a c
se per ogni successione (zp)peny C X \ {c} con lim =z, = csegue che lim f(z,) =1

n——+o0o n—-+00

In questo caso scriviamo

gl;_}mcf(x) =1 oppure ‘f(x) — | per x — c‘.

OSSERVAZIONI. e Il limite, se esiste, & unico.
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e Se nel seguito scriviamo “lim f(z)” supponiamo sempre che ¢ sia un punto di
r—c
accumulazione del dominio X di f. Per esempio lim /z non & ammesso poiché
z——1

¢ = —1 non ¢ un punto di accumulazione del dominio X = [0, +00) della radice.

e Il fatto che nella definizione di limite consideriamo soltanto successioni (z,)nen
convergenti a ¢ con x,, # c per ogni n € N riflette il fatto che studiamo f(z) per x
vicino ma differente a c.

e Il concetto di limite per le funzioni come definito sopra si basa su quello del limite
per le successioni. Esiste anche un’altra possibilia di introdurre limiti per le funzioni
che non fa riferimento alle successioni. Questa alternativa dipende pero dal fatto
se ¢ ed [ sono finiti oppure infiniti e quindi servono molti casi per coprire tutte le
possibilita, cfr. pagina 177 nell’Appendice.

ESEMPI. e lin% sin(x) = 0. Dal grafico su pagina 43 si vede che 0 < |sin(x)| < |z| per
T—

ogni x € R. Quindi per (z,)ney C R\ {0} con lim z, = 0 risulta
n—-+oo
0 < |sin(zp)| < |z per n — 400
—0 —0
e per il teorema dei Carabinieri segue sin(z,,) — 0 per n — +oo. Allora lim sin(z) =

. z—0
0 per definizione.

o lir% cos(x) = 1. Per la formula di prostaferesi (cfr. pagina 43) segue
T—
1 — cos(x) = cos(0) — cos(z) = 251n2(§).
Allora per ogni successione (z,)neny C R\ {0} con lim =z, = 0 risulta
n—+o00
1 — cos(z,) = 2sin® (%) — 2 0%

Quindi lim (1 — cos(z)) = 0 cio¢ lim cos(z) = 1.
z—0 z—0

. lin%) % non esiste. Definiamo f(x) := %‘ per x # 0. Allora
r—
f(z)
1
1 se x > 0,
f(x){—l se x < 0. B
—1

FicurA 20. Funzione segno.
Quindi per z,, := # — 0 per n — +oo segue f(z,) = (—1)" che non ammette
limite per n — +o00. Cio dimostra che lin% f(x) non esiste.
T—r
OSSERVAZIONE. Nonostante ['ultimo limite di f(x) = %

e f(x) tende a +1 se ci avviciniamo a ¢ = 0 da destra,
e f(x) tende a —1 se ci avviciniamo a ¢ = 0 da sinistra.

per x — 0 non esista, si ha che

Per precisare cio ci serve una

DEFINIZIONE 4.7 (Limite Destro e Sinistro). Sia f: X C R — R. Diremo che

e 1, — c da destra per n — 400, se £, — ¢ e T, > c definitivamente. In questo caso

usiamo la notazione: x, — ¢ per n — 400 oppure liI+I1 Ty =cT.
n—-+0oo

e 1, — ¢ da sinistra per n — +00, se T, — ¢ e x, < c¢ definitivamente. In questo
caso usiamo la notazione: x,, — ¢~ per n — +oo oppure lim x, =c.
n—-+00
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e f(x) — | € R per x tendente a ¢ da destra, se per ogni successione (z,,)nen C X \{c}
con x, — ¢ segue f(xz,) = [ per n — +o00. In questo caso usiamo la notazione:
f(z) = I per z — ¢t oppure lim+ flx) =1

T—rC

e f(x) — 1 € R per z tendente a c da sinistra, se per ogni successione (z,)nen C
X\ {c} con z, — ¢ segue f(x,) = [ per n — +oo. In questo caso usiamo la
notazione: f(x) — [ per x — ¢~ oppure lim f(z) = 1.

Tr—rCc—

l1m f(x)=1le lim f(x)=1sidicono limite destro e limite sinistro rispettivamente.
I*)C r—Cc—

Esempl. e lim 2 = 41 lim ‘xﬂ - 1
x—07F z—0~
z—0+ T o+ T 20— © 0~ '

OSSERVAZIONI. e lim f(z) =1 <= lim f(z)=1= lim f(x).
T—cC z—ct T—cT

e Il concetto di limite destro e sinistro si possono definire anche senza 'utilizzo delle
successioni. Pero facendo cosi si devono considerare vari casi secondo le possibilita
c,l €R, ¢,l = £o0, cfr. pagina 177 nell’Appendice.

Limiti ed Asintoti.

e Se hH(l f(z) = £oo con ¢ € R, allora si dice che f ha un’asintoto verticale x = c.
$—>C

e Se hrf f(x) =1 conl e R, allora si dice che f ha un’asintoto orizzontale y = I.
T—r1=00

EseMPI. e La funzione tan(z) ha asintoti verticali nei punti xy = 2k+1 -7 per k € Z,
cfr. il grafico a pagina 44.
e La funzione tanh(z) ha asintoti orizzontali nei punti y = —1,+1, cfr. il grafico su
pagina 42.

Come nel caso delle successioni esistono anche per i limiti delle funzioni.

Regole per il Calcolo dei Limiti. Se lim f(x) = [; e liLn g(x) =lpconceRe

T—C
l1,ls € R, allora

. }jll}ré(f( ):I:g(:L’)) =1l £
o lim(f(2)-g(x)) =l -l
. f@) _h
* }SELW 7l
. igni( )g(x )2 se ly > 0;
o lim [f(z)] = [l |

Queste regole seguono direttamente dalle regole corrispondenti per le successioni. Inoltre
valgono anche per il limite destro e sinistro e anche per l1,ls € R se al limite si ottiene
una forma determinata.

In sostanza il risultato precedente manifesta il fatto che le operazioni algebriche sono
compatibili con il concetto di limite. Cioé non ha importanza se si fa prima 1’operazione
e poi il limite oppure viceversa, se tutte le forme ottenute sono determinate.

Anche i risultati riguardanti limiti e ordinamento per le successioni si generalizzano
facilmente alle funzioni.

Limiti e Ordinamento. Se f,g: X C R — R tale che f(z) < g(z) per ogni z € X e
f(x) = 11, g(x) — Iy per x — ¢, allora
e [} <ly (Teorema del Confronto);
e se inoltre per h: X — R vale f(z) < h(x) < g(z) per z € X e l; = lg, allora anche
h(z) — I per x — ¢ (Teorema dei Carabinieri).
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Come gia per le successioni anche per calcolare limiti di funzioni il Teorema dei Cara-
binieri € spesso molto utile. L’idea per la sua applicazione ¢ di incastrare I’espressione
che si vuole studiare (= h(z)) tra due carabinieri (= f(x) e g(z)) che sono pit semplici
da studiare e ammettono lo stesso limite. Consideriamo alcuni esempi.

Tre Limiti Notevoli.

sin(x)

Wi !

jus

DIMOSTRAZIONE. Graficamente si vede che per ogni z € (0, 5) vale

R

0 < sin(z)

IN
S
INA
-+
g
=3
g
S~—
Il

sin(x)| z\|tan(x)

1

F1GURA 21. Relazione tra z, sin(x) e tan(z).

dividendo per sin(z) > 0 segue

T 1
1< —
~ sin(xz) ~ cos(x)
quindi per gli inversi otteniamo
sin(x) n
1 > cos(x) per x — 0.
~~ T ——
—1 —1
Tnoltre 5@ ¢ pari e quindi dal Teorema dei Carabinieri segue che lin% Smccﬁ =
z—
1. O
1—cos(z) 1
2) | lim —————~ = —
( ) xli% :L‘2 2

DIMOSTRAZIONE. Per z € (—m,m) vale

=sin?(x)
—
1 —cos(x) 1—cos(x) 1l+4cos(z) — 1-— cos?(x)
x? B x? 1+cos(z) a2 (14 cos(x))
. 2
_ sin(z) . 1 _)1_1:1
x 1 + cos(x) 2 2
~—— ——
—1 —1
— —
—12=1 11
T+1_ 2
per x — 0. U
-1
(3) | lim c =1
z—0 X
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DIMOSTRAZIONE. Partiamo dalla relazione ¢* = lim (1 + £)". Dalla disugua-
n—+o00

glianza di Bernoulli segue
(1+%)n21+n-%:1+x se = > —1lcioen > —x
Allora (1+Z)" > 1+ definitivamente e quindi per il teorema del confronto risulta

lim (1+%)n:e”321+x per ogni x € R.

n—-+00
Sostituendo in questa relazione x con —x otteniamo inoltre

e?=L1> 1-¢

o =
>0 per z<1
e quindi per gli inversi vale
1
e’ < se x < 1.
1—=2x

Riassumendo abbiamo verificato che per ogni z < 1 vale

l+z<e’< ] (sottraendo 1) =
-
X ..
r<e’—1< — 1= ——(dividendo per = # 0) =
1—2z 1—=z
e’ —1 1
sel>x>0: 1 < <
~ x 11—z
—1 per x—0 N——
—1 per x—0
e —1 1
se x < O: 1 > >
~ T 1—=x
—1 per x—0 ~——
—1 per x—0
L’affermazione ora segue dal Teorema dei Carabinieri. 0

Anche il teorema sulla convergenza delle successioni monotone (cfr. pagina 24) si gene-
ralizza facilmente alle funzioni.

TEOREMA 4.8. Se f: X CR — R é monotona allora
lim f(z) =:1" € R e lim f(z) =:1" € R

T—c— rz—ct
esistono. Inoltre vale
I"=sup{f(z):ze€ X,z <c}, IT=inf{f(x):2€X,z>c} sef ¢ crescente,
I"=inf{f(x):z€X,z<c}, 1T =sup{f(z):x€X,x>c} sef ¢decrescente.
Passiamo ora ai
Limiti per le Funzioni Composte. Seper f: X CR =+ Y CReg:Y - Re
¢, l,yo € R vale
o lim /(2) = yo.
e lim g(y) =1,
Y—Yo
e esiste § > 0 tale che f(z) # yo perogniz € X con 0 < |z —¢| < ¢
allora
lim g(f(z)) = 1.
Questo risultato non vale senza la terza condizione che riflette il fatto che per I'esistenza
e il valore del limite il valore della funzione nel punto limite e indifferente.
ESEMPIO. Sappiamo che
o limsin(z) =0 (qui f =sin, c=0e yp = 0),
z—0
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e lim cos(y) =1 (qui g = cos, [ = 1),
y—0
e sin(x) # 0 per ogni x € R con 0 < |z| < 7 (quindi possiamo scegliere ¢ := 7)
Con il risultato precedente risulta che

iii% cos(sin(z)) =1

49



CAPITOLO 5

Funzioni Continue di una Variabile Reale

Funzioni Continue

OSSERVAZIONE. Sia f: X C R — R. Per l'esistenza e il valore del limite lim f(x) =1
r—cC

e non ¢ importante che c € X, e
e che, nel caso c € X, f(c) = 1.

Queste due condizioni invece in un certo senso caratterizzano funzioni continue.

DEFINIZIONE 5.1 (Continuita). f: X C R — R si dice
e continua in xg € X se per ogni successione (zp)peny C X con x, — xo segue

f(zn) = f(xo) per n — +o0.
e continua, se € continua in ogni z € X.

(OSSERVAZIONI. e La continuita si puo anche definire senza fare riferimento alle suc-

cessioni: f e continua in zy <=
per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che |f(x) — f(xo)| < € per ogni x € X con
|z — x| < 6.

e Se x9 € X € un punto di accumulazione di X, allora f € continua in zy <=
limx—mo f(q:) = f(-TO)

e Se xg € X non ¢ un punto di accumulazione di X (in questo caso si dice anche che
xo € un punto isolato), allora f & sempre continua in zg.

Dalla definizione di continuita e dalle regole per il calcolo dei limiti segue facilmente la
seguente

PROPOSIZIONE 5.2. Se f,g: X CR — R sono continue (in xo € X ), allora anche
o f+g:X — R sono continue,
e f-g: X — R é continua,
. 5 : Xo — R é continua, dove Xy :={zx € X : g(x) # 0},
o |f|: X = R ¢é continua.

Quindi somme, differenze, prodotti, rapporti e moduli di funzioni continue sono anche
continue.

Da questo risultato segue che per ogni X C R l'insieme
C(X):={f: X —>R: feé continua},

¢ uno spazio vettoriale (o addirittura un algebra).
Con il teorema sul limite delle funzioni composte si puo dimostrare il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 5.3. Se f: X CR =Y CR ¢ continua in xg e g: Y — R & continua
in yo := f(xo), allora la funzione composta go f : X — R & continua in xg. Quindi la
composizione di funzioni continue € sempre continua.

Con le due proposizioni precedenti e usando i limiti notevoli ¢ facile verificare la conti-
nuita di vari funzioni elementari.

ESEMPI. e Polinomi: f(z) = 1 e g(x) := z, * € R sono continue = h(z) := z¥ &

continua per ogni k € N = p(x) = ap + ... + a,2™ & continua per ogni scelta di
ag, - - -, an € R cioé ogni polinomio é continuo.

50
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e Funzioni razionali: Ogni funzione razionale & continua (nel suo dominio!), essendo
il rapporto di due polinomi che sono continui.
Modulo: f(z) = |z| per x € R & continuo.

e Funzioni circolari: Per la formula di prostaferesi vale per ogni x,xg € R
—0
—
sin(z) — sin(zg) = 2 - sin(L522) - cos(2H) — 0 per x — xo,
—0 limitata

quindi sin & continua. Similmente segue che anche cos € continua e quindi anche

tan = - & continua.
e Funzione esponenziale: Per ogni x,x9 € R, z £ xpe h:=x —xg vale z = 29 <
h — 0. Quindi
61?—1’0 _ 1
el —e" = (r—my) - 70 ————
T — I
el —1
=h-e". . —0-".1=0 per h — 0.
Cio dimostra e* — e* per x — xg e di conseguenza la funzione esponenziale &
continua.
. .. . . T _po—T €T —x . . o
e Funzioni iperboliche: sinh(z) = “=— e cosh(z) = <% sono continue e quindi
inh(z) .
anche tanh(z) = > (2) & continua.
cosh(x)

e Se per [ € R definiamo f : R — R come

sin(z)
@) = {x sex #0

l sex =0
allora f e sempre continua in ogni xg # 0. Inoltre f e continua in g =0 <=

=1=f(0)=1

sin(x)

sin(z)

lim f(z) = lim

z—0 z—0

cioe <= [ = 1. Si dice anche che f(z) = ha una discontinuita rimouvibile in
z = 0.

e Se per [ € R definiamo f : R — R come
o} sex #0
f(x)':{l sex =0

allora f per qualsiasi scelta di [ € R ¢ discontinua (cioé non continua) in z = 0.
o Funzione di Dirichlet: Se definiamo f : R — R come

_J1 sexzeQ
f(x)'_{O sex € R\Q

allora f e discontinua in ogni x € R.

Funzioni Continue su Intervalli

PROBLEMA. Data una funzione f: X CR — R,

e verificare che f ammette uno zero, cioé¢ che esiste ¢ € X tale che f(c) =0,
e calcolare (un valore approssimativo per) c.

Il seguente teorema, che & uno dei piu importanti risultati del corso, fornisce una so-
luzione a questo problema sotto alcune ipotesi su f. Nel seguito, per intervalli [a,b],
supponiamo sempre che sia a < b.

TEOREMA 5.4 (Teorema degli Zeri). Sia f : [a,b] — R continua tale che f(a) e f(b)
abbiano segno opposto (cioé f(a)- f(b) < 0), allora esiste c € (a,b) tale che f(c) = 0.
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DIMOSTRAZIONE. Usiamo il metodo di bisezione: Esiste una successione (I)pen di
intervalli I,, = [ay, by] tale che

(i) [a,b)]=Ip DL DI2DI,D...

(ii) la lunghezza di I, ¢ data da b, — a,, = b2_7na7
(iii) f(an)- f(bn) <O.

A f(x) CL1+ bl

by Ty Tl
. \
N RN NS
agtby
a=ay Ty T ®RT% b=by= b,

FicuraA 22. Il metodo di bisezione.

Allora, per la proprieta (i) abbiamo che
a=a<a1<a<...ap<...<b,...bo<b; <by=0b
da cui (an)nen € (bn)nen sono monotone e limitate e quindi convergenti. Sia

lim a, =:¢c1 e lim b, =: co.
n—-+o0o n—-+o0o

Da (ii) segue

b—a
b, = an, + on per n — 400
~— =~
—co —c1 ——
—b=2—0

e quindi ¢; = ¢ =: ¢. Infine per (iii), il teorema del confronto e per la continuita di f
risulta che

0> flan)- f(ba) = f2(€)  pern— +oc.
S—— N~
—f(e) —f(c)
Quindi f2(c) < 0 che & possibile solo se f(c) = 0. O
OSSERVAZIONE. Il teorema degli zeri non soltanto stabilisce 1’esistenza di uno zero ¢ per
f ma la dimostrazione da anche un modo per trovare un valore approssimativo di c. In
casi come questo si dice anche che la dimostrazione e costruttiva.

Dal Teorema degli zeri segue facilmente la seguente generalizzazione.

TEOREMA 5.5 (Teorema dei Valori intermedi). Sia I C R un intervallo qualsiasi (non
necessariamente chiuso), f : I — R continua e siano

m:=inf f := inf{f(:z) ‘T € I}, M :=sup f:= Sup{f(x) ‘T € I}.
Allora per ogni y € (m, M) esiste x € I tale che f(x) = y. In altre parole, f assume
tutti i valori tra m =inf f e M =sup f.

La dimostrazione si fa applicando il Teorema degli Zeri alla funzione f (z) = f(x) —y.
Questo teorema ha delle applicazioni molto importanti. Come esempio dimostreremo
I’esistenza dei
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Logaritmi. Sia 0 < a # 1. Allora per ogni y > 0 esiste un unico z € R tale che a® = y.
Questo valore x si chiama logaritmo di y in base a e si scrive

© = log, (y).

Per la base a = e useremo la notazione In(y) := log,(y).

DIMOSTRAZIONE. Procediamo in 2 passi:
1° Caso: a = e. Abbiamo visto (cfr. pagina 48) che e > 1+ x per ogni = € R e quindi

sup{e” :x e R} >sup{l+z:x € R} =+oc0 = M :=sup{e’:zecR}=+oc.

Inoltre,
1
0<e’'=— = —=0 perx - —oco = m:=inf{e”:z € R} =0.
e +00
~
—+00

Visto che I := R ¢ un intervallo e e*, x € I € continua, per il teorema dei valori
intermedi per ogni y € (m, M) = (0,+00) esiste = € R tale che ¥ = y. Questo x ¢
unico poiché e® e strettamente crescente.

2° Caso: 0 < a # 1. Cerchiamo per y > 0 un = € R tale che a* = y. Pero

evn(e) — (eln(“)>x —d*=y=e"V — . In(a) = In(y)

e quindi

Regole per i Logaritmi. Siano 0 < a,b# 1, z,y > 0 e r € R. Allora
log,(1) =0, log,(a) =1,

loga(gj ’ y) = loga(x) + loga(y)v

loga(%) = log,(z) — log,(y), in particolare loga(i) = —log,(y),

lOga(xr) =T lOga(x)v
log,(x) = log,(b) - logy(z) in particolare log,(z) = log,(e) - In(x).

OSSERVAZIONE. Con 'esistenza dei logaritmi abbiamo dimostrato che per 0 < a # 1 la
funzione f : R — (0,+00), f(x) = a® & invertibile con f~1 : (0,+00) — R, f~1(x) =
log,(x). In particolare i grafici di a® e log,(x) sono simmetrici rispetto alla bisettrice
Y=z

O<a<l1 a>1
log,(x)

Ficura 23. I Logaritmi.

Visto che in questo capitolo stiamo studiando funzioni continue si pone il
PROBLEMA. log, : (0,4+00) — R & una funzione continua?

La risposta & si per il seguente


http://it.wikipedia.org/wiki/Logaritmo
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TEOREMA 5.6. Sia I C R un intervallo e sia f € C(I). Allora anche J := f(I) = {f(x) :
x € I} ¢ un’intervallo e

o f: I — J ¢ invertibile < [ ¢ strettamente crescente oppure strettamente
decrescente;
o se [ ¢ invertibile, f~':J — I ¢ continua.

Il teorema precedente non vale se il dominio di f non & un’intervallo.

EseEmp1O. Consideriamo f : [—1,0] U (1,2] — [0,2], f(z) = |z|. Allora f ¢ continua e
invertibile ma non & strettamente monotona e f~1 :[0,2] — [~1,0]U (1, 2] & discontinua
inz=1.

2 f'l(:z:) »

-1 \.

FiGurA 24. Funzione continua con inversa discontinua.

Altre Funzioni Invertibili

OSSERVAZIONE. Possiamo utilizzare lo stesso schema che abbiamo usato per invertire
I’esponenziale a® per invertire altre funzioni f. Piti precisamente, usiamo

e il teorema dei valori intermedi per verificare la suriettivita di f,

e la stretta monotonia per ottenere I'iniettivita di f,

e il teorema sulla continuita della funziona inversa per ottenere la continuita di f~!.

In questa maniera possiamo costruire altre funzioni elementari.

Radici. Consideriamo f : [0,400) — [0, +00), f(z) = 2™ per n > 1. Allora, f & conti-
nua, strettamente crescente, il dominio X = [0,400) & un intervallo, inf f = min f =0
e sup f = +oo. Quindi f & invertibile e la funzione inversa f=! : [0, +00) — [0, +0c0) &
continua e data da f~1(z) = {/z = .

(n pari) (n dispari)

F1GURA 25. La radice n-esima.
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OSSERVAZIONE. Se nel precedente n e dispari, allora possiamo considerare f anche come
funzione f : R — R. In questo caso f rimane continua, strettamente crescente con
inf f = —oco, sup f = +oo cio¢ & invertibile con f~! : R — R, f~l(z) = ¢z = o
In altre parole, per n dispari la radice {/x & anche definita per argomenti = < 0, per
esempio /—8 = —2. Invece per n pari e < 0 la radice {/z non ha senso nel campo dei
numeri reali, per esempio v/—1 non & pitt un numero reale ma complesso. Al livello della
funzione f : R — R, f(x) = 2™ cio si rispecchia nel fatto che f : R — R per n pari non
e suriettiva (e neanche iniettiva, cfr. pagina 38).

Potenze. Dal paragrafo precendente sappiamo che o = Yr, x > 0 definisce una
funzione continua per ogni n = 1,2,3,4,.... Pill in generale vale che

T .
2 = (eln(x)) — " ln(x), >0
come composizione di funzioni continue € continua.

Inverse delle Funzioni Circolari. Considerando il grafico della funzione sin : R — R
si vede che non & invertibile non essendo né suriettiva né iniettiva. La suriettivita, pero
si ottiene considerando come codominio I'insieme [minsin, maxsin] = [—1,1] mentre
per ottenere l'iniettivita basta considerare soltanto una parte del dominio R in cui la
funzione sin ¢ strettamente monotona. Percio ci sono infinite scelte ma generalmente si

ristringe il dominio all'intervallo -7, §]. Quindi consideriamo ora

2

sin: [-3, 5] = [-1,1]

che cosl diventa invertibile. Nella stessa maniera, considerando
cos : [0, 7] — [—1,1] e
tan: (—5,5) — R

anche loro diventano invertibili e tutte le inverse arcoseno, arcocoseno e arcotangente

arcsin :=sin ! : [-1,1] = [-3, %],
arccos := cos ! : [—1,1] — [0, 7],

I -1, T T
arctan :=tan"" : R — (=%, %)
sono nuovamente continue.

Inverse delle Funzioni Iperboliche. Ragionando come prima si vede che le funzioni
iperboliche sinh : R — R, cosh : [0, +00) — [1, +00) e tanh : R — (—1, 1) sono invertibili
e le loro inverse arcosenoiperbolico, arcocosenoiperbolico e arcotangenteiperbolico

arcsinh := sinh ™! : R — R,
arccosh := cosh™ : [1, 4-00) — [0, +00),
arctanh := tanh ™' : R — (—1,1)

sono nuovamente continue.

OSSERVAZIONE. Visto che sinh(z) = y <= x = arcsinh(y), risolvendo l'equazione
sinh(z) = # = y per x si ottiene la rappresentazione

arcsinh(y) = In <y +Vy?+ 1), per ogni y € R.

Similmente segue

arccosh(y) = 1n<y +Vy? — 1), per ogni y > 1,
I+x
1-2z

arctanh(y) = 111( ), per ogni y € (—1,1).
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. arcsin(x) arccos(x)
E, """"""""""" e
1 sin(x)
051
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-051
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8z 1] cos(x)
tan(x)
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4]
Ficura 26. Inverse delle funzioni circolari.
sinh(x
( ) cosh(x)
; 61
4]
/ . 5
b arcsinh(z)
2] 4]
5 4 2 2 5 T 3] arccosh(x)
]
6] x
3_
2_
H ———— tanh(x)
3 2 Y 1 2 37T

FicurA 27. Inverse delle funzioni iperboliche.

24

-3

Funzioni Continue su Intervalli Chiusi e Limitati

Ci poniamo il seguente



FUNZIONI CONTINUE SU INTERVALLI CHIUSI E LIMITATI 57

PROBLEMA. Data una funzione f : X C R — R, determinare, se esistono, il valore
minimo e quello massimo di f, cioe

m :=min f := min{f(z) : x € X}, M :=max f := max{f(z) : z € X},

La soluzione del problema si svolge in 2 passi:

(1) Verificare che che minimo e massimo di f esistono,

(2) trovare xg, z1 tale che min f = f(x), max f = f(z1).

Il primo punto si risolve con il seguente teorema mentre affronteremo il secondo punto
nel prossimo capitolo usando il calcolo differenziale.

TEOREMA 5.7 (Teorema di Weierstraf). Se f € Cla,b], allora esistono m := min f e
M = max f. Inoltre, l'immagine f([a,b]) = {f(z) : x € [a,b]} = [m, M], in particolare
o f ¢ limitata;
o esistono xo,x1 € [a,b] tale che f(xo) < f(x) < f(x1) per ogni x € [a,b];
e per ogni y € [m, M| esiste x € [a,b] tale che f(x) =1y.

OSSERVAZIONI. o Il Teorema di Weierstrafl vale soltanto su intervalli chiusi e limitati
cioe del tipo [a, b].
e La funzione f:[0,1] — R,

1+4+e— sin /z+2
f(z):= 2In T
2+ cos |z — 5| + arctan(1 + 22)7

¢ una composizione di funzioni continue e quindi continua. Per Weierstrafl ammette
minimo e massimo che, pero, saranno quasi impossibili da determinare. Quindi
Weierestrafl e un risultato di esistenza ma non aiuta per trovare xg,x; e min f =

f(zo) e max f = f(x1).



CAPITOLO 6

Calcolo Differenziale per Funzioni di una Variabile

PROBLEMI. Data una funzione f : (a,b) — R e un punto zg € (a,b),

(i) Trovare la retta tangente t al grafico di f nel punto Py = (zo, f(z9)) (problema
geometrico), e

(ii) trovare un’approssimazione lineare g(x) (cioe della forma g(z) = a-x+p5, o, 5 € R)
per f(x) per z vicino a z( (problema analitico).

Iniziamo a studiare il problema (i). Come vedremo nel seguito la sua soluzione risolve
anche il problema (ii). Per risolvere (i) consideriamo prima la retta secante s, attraverso
i punti

Py = (z0, f(20)) ¢ Pp:=(z0+h, f(zo+h)) per h # 0.

L’equazione della retta s, ¢ data da

Yy t
/ Sn
50\ f
f(xo+h) Py
f(zo) P i
‘ : Wb
xo xo+h

FicurA 28. Retta secante e tangente.

sn(e) = flag) LRI

= pendenza di sy,

=: rapporto incrementale

Quindi solo il rapporto incrementale dipende da h che, nel passo successivo, mandiamo
a 0.

Derivata: Definizione e prime Proprieta
Considerando il limite del rapporto incrementale per h — 0 arriviamo alla seguente

DEFINIZIONE 6.1. Se per f : (a,b) = R e xy € (a,b) converge

lim f(zo+h) — f(x0) lim f(z) — f(zo)

h—0 h ~— T—T0 Tr — X0

=: f'(z0) €R

allora f si dice derivabile in 2 con derivata f'(x). Se f & derivabile in ogni z¢ € (a,b)
allora si dice derivabile e la funzione f’: (a,b) — R & la derivata di f. Altre notazioni:

f'=&=Dnr
58
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Se f & derivabile in z allora otteniamo ’equazione ¢(z) della retta tangente ¢ sostituendo
il rapporto incrementale nell’equazione della retta secante s;, con la derivata f’(zg), cioe

t(x) = f(zo) + f'(20) - (z — 20).
Quindi (cfr. il grafico precedente)

f'(x9) = tan(p) = pendenza della retta tangente t,
f(zo +h) — f(zo)

. = tan(y) = pendenza della retta secante s,

In particolare f’(x¢) = 0 significa che la retta tangente ha pendenza 0, cioe & orizzontale.
Consideriamo alcuni

ESEMPI. e Se f ¢ costante cioe se esiste ¢ € R tale che f(z) = ¢ per ogni = € (a,b)
allora il rapporto incrementale ¢ sempre uguale a 0. Quindi una funzione costante
¢é sempre derivabile con derivata nulla.

e Sia f(z) = 2" per n = 1,2,3,4,... e z € R. Allora, dalla formula del binomio di
Newton segue usando che (3) = (1) =1, 2" =h’=1e (,",) =n che

n n—1
flxo+h) = f(xo) _ (wo+h)" — 0

h h
=n-2o" L-h =z{
——
(ot + oot 4ot (a2 + T Yoo + () -

h

<(8)$00h”_1 + (?)Iolhn_2 + ...+ ( 22)550”—2}11 4+n- xon—l) h

= h
= 0z’ 4 (Do h" 2 4+ () 0" PR g™

— 2" = f(x0) per h — 0.

n

Quindi f(x) = 2™ & derivabile per ogni n > 1, n € N con

(") =n- 2"t

Per esempio, (2°)" =5 - 2.
e Sia f(z) =€, x € R. Allora
flzo+h) — f(zg)  emoth — e . el —1
h B h h

Zo

per h — 0.

Quindi f(x) = e® & derivabile con

() = ¢

ciot¢ f = f’ che é una proprieta molto particolare e che (a meno di una costante
moltiplicativa) caratterizza la funzione esponenziale.
e Sia f(z) = sin(x), z € R. Allora usando la formula di prostaferesi, il limite notevole

liH%) sn@) _ 1 e la continuita della funzione cos risulta

r—r

f(wo+h) — flzo)  sin(wg+ h) —sin(ag)  2-sin(}) - cos(zo + %)

h - h = A
(b
2 h
= SIH}EZ) ~cos(:Eo + 5) — cos(zg) = f’(fﬁo) per h — 0.
2 —_————

] —cos(zo)
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Quindi f(x) = sin(z) & derivabile con

sin’(x) = cos(x)

Similmente segue che cos : R — R ¢ derivabile con

cos'(x) = —sin(x)

OSSERVAZIONE. Ricordiamo che sin ¢ una funzione dispari (come anche —sin)
mentre cos ¢ pari. Nell’esempio precedente abbiamo visto che sin’ = cos e cos’ =
—sin e quindi la derivata ha trasformata una funzione dispari in un una pari e
viceversa. Cio vale sempre, cioe se f e derivabile e

— f dispari = f’ pari,

— f pari = f’ dispari.

e Sia f(z) := |z|. Allora f non ¢ derivabile in xy = 0, infatti abbiamo
f(h) —f(0) _[h] _ J+1 seh>0,
h h ]-1 seh<0
e quindi non esiste il limite del rapporto incrementale in zg = 0 per h — 0.

Comunque in questo esempio esistono limite destro e limite sinistro del rapporto
incrementale. Questa osservazione da luogo alla seguente

DEFINIZIONE 6.2. Se per f: (a,b) = R e zg € (a,b) converge

B) — _
lim Jwo + 1) = flzo) = lim f@) = o) =: fl(z0) = derivata destra
h—0+ h z%xar T — o
oppure
B) — _
lim f(@o+h) = f(wo) = lim M =: f' (xo) = derivata sinistra
h—0— h a—zy; T X0

allora diremo che f e derivabile da destra oppure derivabile da sinistra in xq.

EsSEMPIO. f(x) := |z| & derivabile da destra e anche da sinistra in zg = 0 con f’, (0) = +1,

f1(0) = —1.

OSSERVAZIONE. f : (a,b) — R & derivabile in g € (a,b) <= f & derivabile da destra
e da sinistra in ¢ con f(0) = f(0).

Studiamo ora il legame tra derivabilita e continuita.

PROPOSIZIONE 6.3. Se f: (a,b) — R ¢é derivabile in xo € (a,b) allora é anche continua
m To

DIMOSTRAZIONE.
x)— f(x
T — X0 N——
—0
= f'(z0)
Cioe lgn f(z) = f(zp) e quindi f & continua in xg. O
T*—T0

OSSERVAZIONE. Non vale il contrario cioe f continua # f derivabile, per esempio f(z) =
|z| & continua ma non derivabile in zy = 0.

EsSERCIzIO. (Metodo di Erone, cfr. pagina 25) Sia f(x) := 2 —a pera > 0e k € N,
k> 2.

e Calcolare I'equazione della retta tangente ¢ al grafico di f nel punto ¢ > 0.
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e Verificare che 'intersezione tra t e 'asse x ¢ data da

x1 ::%- ((k— 1)m0+#).

Regole per la Derivazione
Cerchiamo ora modi per semplificare il calcolo delle derivate.

Derivazione di Somme, Prodotti e Rapporti di Funzioni. Siano f,g: (a,b) - R
derivabili in zq, allora

(i) per ogni o, 8 € R anche - f + - g & derivabile in xg con
(@ f+B-9)(w0) = a f'(z0) + B84 (20)]

(ii) f - g e derivabile in xy con
(£ 9)'(z0) = F'(w0) - g(wo) + f(wo) - ¢’ (o) |

(iii) se g(xo) # 0 anche 5 e derivabile in z¢ con

(3)'(ao) = stk

In particolare

() o) =

g

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo soltanto (ii). Percio studiamo il rapporto incrementale
del prodotto utilizzando che g € continua in xg

(f-9)(@)— (f-9)(xo) _ (f(@)-g(x)— flxo) - g(x)) + (f(z0) - g(x) — f(x0) - g(20))

T — X T — o
z)— f(x z)— g(x
Tr— X ~—~ T — X
) o) g/ (wo)

— f(wo) - g(zo) + f(x0) - ¢'(0) per T — .
O

La regola (i) stabilisce che la derivazione ¢ un’operazione lineare, cioe la derivata di
una combinazione lineare e la combinazione lineare delle derivate. Inoltre implica che
I'insieme R o
L f € derivabile e
C(a,b)::{f:(a,b)—)R }

f' & continua
& uno spazio vettoriale. Se f € Cl(a,b) si dice anche che f & derivabile con continuita

(qui la continuita si riferisce a f’ non a f che essendo derivabile & anche continua).
Con queste regole diventa semplice verificare la derivabilita di varie funzioni elementari.

EsewmPI. e Visto che ogni monomio z* per k = 1,2,3,... & derivabile, per le prime
due regole ogni polinomio € derivabile con

P () = (ana"+an_12" . Farztag) = napx” - (n—1)an,_12" 2+, . 4 2a02+ay.
Per esempio, (3z% — 723 + 222 — 11)/ = 1223 — 2122 4 4a.
e Per ’esempio precedente e la terza regola, ogni funzione razionale & derivabile. Per
esempio per ogni n =1,2,3,... vale
_ n-1 e
(17 = () = 1 =ty = g

Quindi, per ogni n € Z vale
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Infatti questa regola abbiamo visto precedentemente per n = 1,2,3,... (cfr. pagi-
na 59), per n = 0 vale poiché la derivata di una funzione costante = 0, mentre per
n=—1,—-2,-3,... ¢ stata appena dimostrata.

sin

sLe derivabile con

e Visto che sin e cos sono derivabili anche la funzione tan =

cos(z) - sin’(z) — cos’(x) - sin(x cos?(x) + sin®(x
oy costa) s () — cos (o) sina) _ o) + sin(a)

cos?(x) cos?(x)

1
_ cos?(x)
1 + tan?(x)

Derivazione delle Funzioni composte. Sia f : (a,b) — (¢, d) derivabile in zy € (a,b)
esiag: (¢,d) — R derivabile in yg := f(z¢). Allora la funzione composta gof : (a,b) — R
¢ derivabile in xy con

(go f) (xo) = g (f(x0)) - f'(w0)

Questa formula si chiama Regola della Catena.

ESEmMPI. e Se g: R — R & derivabile, allora anche h(x) := g(—=x) & derivabile poiché
/
h(z) = (g0 f)(z) per f(x) = —x. Inoltre h'(z) = (9(-2)) = ¢'(-2) - (—z)' =
—g'(—=).
e Dal esempio precedente segue che le funzioni iperboliche sinh(z) = £ 726% e cosh(z) =
e’4e”"
2

LJF;_Z sono derivabili con sinh’(x) = <8I)/_2(e 0 = cosh(z). Similmente
segue che cosh’(z) = sinh(z). Infine, utilizzando la regola di derivazione per un

rapporto segue che anche tanh = ig;}ﬁ ¢ derivabile con

2 ) 1
tanh’(z) = cosh”(x) —2s1nh (x) _ )o@
cosh”(x) 1 — tanh?(z)

Quindi abbiamo dimostrato che per ogni x € R vale

1
sinh’(z) = cosh(z cosh/(z) = sinh(z tanh’(z) = { cosh®(z)
(z) (z) (z) (z) (z) {1—tanh2(x)

e Sia a > 0, allora a* = e*™(a) 5 € R, & derivabile (visto che ¢ la composizione

1(9(0 jf)(:? per f(z) =z -In(a) e g(y) = ¢”) con (a”)’ = (e"M@) = In(a) - ") =

(ax)/ =1In(a) - (a”)

e Per funzioni pitt complesse (cio¢ composizioni di piu di due funzioni) si puo iterare
cos(3z2—2x+1)

la regole della catena iniziando all’esterno. Per esempio, e e derivabile

con

<6008(3$2—2ﬂc+1))l — poos(32?—22+1) | (cos(?)x2 — 2 + 1))/

= —eos(3a?~2z+1) | sin(3z% — 2z + 1) - (6 — 2).

L’ultima regola per la derivazione tratta la

Derivazione delle Funzioni Inverse. '

Sia f : (a,b) — (¢,d) continua, biettiva e derivabile in xg € (a,b). Se f/(xg) # 0 allora
f~1:(c,d) — (a,b) & derivabile in yg := f(zg) con

(f 1) (o) = 7855

. . . _ vi . variabi
1Quanto si considerano sia f e f~! conviene, per non confondersi, usare sempre x come variabile per
e y come variabile per f7!.
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(OSSERVAZIONI. e E importante osservare che mentre f viene derivata in xg la deri-

vata di f! si riferisce al punto yo = f(x0)! Questo fatto e anche la formula per

f/(lxo) si spiega dal seguente grafico

| t = retta tangente al grafico di f in xg
r = retta tangente al grafico di f~! in yo = f(z0)
1 d dit = @) _ p
F1(%0) pendenza di t = —> = f'(x)
f(=o) pendenza di r = f’(%l/'o) = (f~Y(vo)
Yo xo

F1GURA 29. Derivata della funzione inversa.

e Sinota che una retta tangente orizzontale al grafico di f in g (cioe se f'(x¢) = 0)
corrisponde a una retta wverticale al grafico di f~! in yo = f(zo) che significa che
f~! non & derivabile in yq.

e Non come dimostrazione, ma come modo per ricordare la formula per ( f _1),, si puo
utilizzare la regola della catena: Per definizione, z = f~!(f(x)) per ogni = € (a,b).
Derivando entrambi i lati di questa equazione otteniamo con y = f(z)

1= @) = [ (f@)]
= () (@) f'()
1

/ / —1\/
= y) - [z = )W) =5—=
Y 1 (Y0 = s
ESEMPI. e Sia f(z) =a”, x € Rper 0 < a # 1 che & derivabile con f'(z) = In(a)-a® #
0 per ogni z € R. Inoltre abbiamo visto (cfr. pagina 53) che f & invertibile con
f~Yy) =1log,(y), y > 0. Quindi log, ¢ derivabile e per y := f(x) = a® vale

f—l
f—l

, _ 1 _ 1 _ 1
log, (y) = (am)/ - ln(a) \af_, - ln(a) -y

Sostituendo y con x otteniamo cosi per ogni x > 0

log,'(x) = m in particolare per a = e In'(z) =1

e Per ogni 7 € R e z > 0 la potenza z" = €"'"(*) ¢ derivabile con (usare la regola
della catena)
(1,7")/ _ (er-ln(x)>/ _ er-ln(w) i —r. l,r—l
N—— ’

=x"
Quindi la regola per la derivazione di 2™ per n € Z (cfr. pagina 61) vale anche per
esponenti reali r € R, cioe per ogni x > 0 si ha

(") =r- -2
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e Se f e g sono due funzioni con lo stesso dominio e f(x) > 0 per ogni z allora
possiamo definire

h(z) == f(a)?@) = (eln(f(x))y(x) _ 9@ (r@).

Quindi, se f e g sono derivabili anche h ¢ derivabile con

W(z) = ( f(x)g(x))/ _ 9@ n(f@) < J(@) - (@) + 9(a) - f’(:n))

f(z)
/
£ (g @) (s @) +9(2) - 55)
e Abbiamo visto (cfr. pagina 55) che f := sin : [, 5] — [~1,1] ¢ invertibile.
Inoltre f = sin & derivabile con f'(z) = sin’(x) = cos(x). Perd, cos(z) si annulla

nellintervallo [—7, 7] negli estremi © = £7 e quindi per ottenere una funzione

inversa derivabile dobbiamo togliere questi punti dal dominio di f = sin. Allora
consideriamo
f = sin : (_%7 %) - (_17 1)
che & invertibile e derivabile con f’(x) = cos(x) # 0 per ogni z € (=75, §). Quindi
ft =arcsin: (—1,1) = (=3, %) & derivabile in y = f(x) = sin(z) con
1 1

arcsin’(y) = sin’(z)  cos(z)

Per ottenere una rappresentazione di arcsin’(y) nella variabile y dobbiamo espri-
mere ora cos(x) in funzione di y = sin(x). Percio utilizziamo la relazione sin?(x) +

cos?(x) = 1, cioe cos(z) = £1/1 —sin? 2z = ++/1 — 42. Per decidere il segno “+”

oppure “—" basta osservare che x € (—7, §) e quindi cos(z) > 0. Quindi dobbiamo
scegliere il segno “+” e sostituendo y con x otteniamo finalmente

arcsin’(x) = \/11_7 Vae(-1,1)

e Raggiornando come nel esempio precedente si possono derivare anche le seguenti

funzioni inverse:

arccos’ (r) = ﬁ Vaze(—-1,1)

arctan’(z) = H% VzeR

arcsinh’(z) = 11352 VzeR

arccosh’(z) = \/1‘;7—1 Vao>1

arctanh’(z) = = V€ (—1,1)

Estremi Locali e il Teorema di Fermat

Torniamo al problema che abbiamo posto a pagina 57 sull’esistenza e il calcolo del
minimo e del massimo di una funzione. Per il Teorema di Weierstrafl sappiamo almeno
che ogni f € Cla,b] ammette massimo e minimo, ma rimane il seguente

PROBLEMA. Come si puo determinare minimo e massimo di una funzione.
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Prima di affrontare questo problema generalizziamo il concetto di minimo e massimo
per una funzione.

DEFINIZIONE 6.4. Sia f: X C R — R una funzione reale, allora
e 19 € X si dice punto di minimo locale, se esiste § > 0 tale che f(zo) < f(z) per
0)

)
ogni x € X con |z — xp| < J; se xp ¢ un punto di minimo locale, f(zo) si dice
minimo locale;
xo € X si dice punto di massimo locale, se esiste 6 > 0 tale che f(zg) > f(x) per
ogni z € X con |z — xy| < J; se xp € un punto di massimo locale, f(zg) si dice
massimo locale;
se xg € un punto di minimo o di massimo locale, allora si dice punto di estremo

locale mentre f(x) si chiama estremo locale.

EsEmp1O. Consideriamo il seguente grafico. In questo caso abbiamo:

A

M

\
8

0 1 2 3 4

Ficura 30. Esempi di estremi locali.

a, xo e T3 e b sono punti di massimo locale di f,

Ty € x4 sono punti di minimo locale di f,

x1 non € un punto di estremo locale di f,

9 € un punto di massimo assoluto di f,

M = f(x2) ¢ il massimo assoluto di f, il minimo assoluto non esiste (soltanto
lestremo inferiore).

Per trovare i punti di estremo locale si usa il

TEOREMA 6.5 (Teorema di Fermat). Sia zo € (a,b) un punto di estremo locale di f :
[a,b] = R. Se f ¢ derivabile in xq¢ allora f'(zo) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che zg sia un punto di minimo locale. Allora

= lim
h—0t

i (o)

/ BERT
kf* (z0) = hligl—

Quindi 0 < f/(zg) < 0 che implica f'(zg) = 0. [


http://it.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
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\/
8

a T, T, z, T, T, b

Ficura 31. Estremi locali e tangenti orizzontali.

EsEmp1O. Consideriamo di nuovo il grafico
Allora la derivata f’(x) si annulla negli estremi locali x = g e © = x5 che graficamente
corrisponde ad una retta tangente orizzontale.

OSSERVAZIONI. e Come si vede nel grafico sopra il teorema di Fermat non vale negli
estremi dell’intervallo [a, b]. Cioe¢ se g = a oppure xg = b & un punto di estremo
locale cid non implica (come si vede nel grafico) che f'(zg) = 0.

e Se f/'(xg) = 0 allora z si dice punto critico oppure punto stazionario di f.

e [l Teorema di Fermat fornisce soltanto una condizione necessaria ma non sufficiente
per estremi locali, cioe mon ogni punto critico € un punto di estremo locale. Basta
considerare f(z) = 2% per € R. Allora f'(z) = 322 e quindi 29 = 0 & un punto
critico ma non ¢ un punto di estremo locale.

Tornando al problema di trovare gli estremi locali di una funzione f : X C R — R
possiamo affermare che i candidati per punti di estremo locale sono

e i punti in cui f non & derivabile,
e i punti sul “bordo” del dominio X di f,
e i punti critici all’ “interno” del dominio.

I punti delle prime due classi sono quelli per i quali non si puo applicare Fermat, la
terza classe invece sono quelli che vengono da Fermat.
Consideriamo un altro

EseEmMPIO. Definiamo f:[0,1] — R,

1 sex=0,
f(@):= {xw se z € (0,1].

Per studiare f si rappresenta usando logaritmo ed esponenziale, cioe si scrive

¥ = (eln(m))x = ¢7n(@) per ogni x > 0.
Per procedere calcoliamo il limite
lim f(z) = lim e*™®),
z—0t f( ) z—0t
Usando la sostituzione
—In(z) =t — 400 per x — 0T
e visto che etzl—l—t—i-%%-g—i-... > % per ogni t > 0 segue

0< xlﬂéi z-In(z)] = lim |Z| < tl}gloo z=0 = xli)%l+a: In(z) = 0.
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Quindi dalla continuita dell’esponenziale risulta®

lim @) =0 =1 = f(0)

z—0t
implicando che f € continua in x = 0. Siccome f, come composizione di funzioni continue,
¢ anche continua in ogni z € (0, 1] risulta che f € C|0, 1] e quindi ammette minimo e
massimo per il teorema di Weierstra$3. Per calcolarli useremo il teorema di Fermat. Allora
per z € (0,1) la funzione f e derivabile con

fl(x) = (ex'ln(x))/ =(z-1+1 -In(z))- e 0@ — (I14+n(z)) 2" =0 <= z=21

e
cioe xg := % € [0,1] & I'unico punto critico di f. Quindi sappiamo:
e i candidati per i punti di estremo locale sono gli estremi dell’intervallo 0,1 e il
punto critico zg = %,
e f ammette m := min f e M := max f nell'intervallo [0, 1],
1 1
o f(0)=1f(1)=1, f(zo) = (1)@ =e= <1.
Cio implica M =max f = f(0) = f(1) =1lem =min f = f(1) = e e

T

N

o - x
02 1/e 0% 08

FiauraA 32. Grafico di f(z) = z”.

I Teoremi di Rolle e Lagrange

Il seguente risultato stabilisce I'esistenza di punti critici sotto certi ipotesi.

TEOREMA 6.6 (Teorema di Rolle). Sia f € Cla,b] derivabile in (a,b). Se f(a) = f(b)
allora esiste ¢ € (a,b) tale che f'(¢) = 0.

FicurA 33. Teorema di Rolle: Tre punti con f'(¢1) = 0 = f/(cg) =
f'(c3) <= retta tangente orizzontale

DIMOSTRAZIONE. Per Weierstrafl f ammette minimo m := min f = f(x0) e massimo
M :=max f = f(x1) in o, z1 € [a,b]. Ora ci sono 2 possibilita:

2Vedremo in seguito metodi piut semplici per calcolare questo limite


http://it.wikipedia.org/wiki/Michel_Rolle
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1° Caso: m = M, allora f & costante e quindi f’(x) = 0 per ogni = € (a,b).
2° Caso: m < M. Poiché f(a) = f(b) almeno uno dei punti =g, z; & diverso da a e da
b e in questo punto f’ si annulla per il teorema di Fermat.

g

Il Teorema di Rolle si puo generalizzare togliendo la condizione f(a) = f(b). Cosi segue
il prossimo risultato che & uno dei piu importanti di questo corso.

TEOREMA 6.7 (Teorema di Lagrange (o del valor medio)). Sia f € Cla,b] derivabile in
(a,b). Allora esiste ¢ € (a,b) (detto punto di Lagrange) tale che

o) SN (UES (0
—~ a

=pendenza della retta

—
=pendenza della retta

tangente t in (c, f(c))

secante s attraverso

(a, f(a)) e (b, f(b))

Ficura 34. Teorema di Lagrange: Due punti di Lagrange c; e cs.

Quindi il teorema stabilisce che esiste un punto ¢ tale che la retta tangente ¢ al grafico
di f in (e, f(c)) e la retta secante attraverso (a, f(a)) e (b, f(b)) sono parallele.

DIMOSTRAZIONE. Basta applicare il Teorema di Rolle alla funzione f : [a,b] — R,

o) = gy - L0 D ) 0

Conseguenze del Teorema di Lagrange

Il Teorema di Lagrange ha molte applicazioni per le quali, pero, viene usato nel seguente
modo: Se f € Cla,b] & derivabile in (a,b) allora per ogni z1,xs € [a,b] esiste ¢ tra =1 e
9 tale che

f(x2) = f(z1) + f(c) - (22 — 21).
Per ottenere questa versione del teorema basta sostituire a,b con x1,xs e poi risolvere
lequazione per f(x3).

Test di Monotonia. Se f € Cla,b] ¢é derivabile in (a,b) allora

o [ ¢ crescente <= f'(x) >0 per ogni x € (a,b);

o f ¢ decrescente <= f'(x) <0 per ogni x € (a,b);

e f'(x) >0 per ogni x € (a,b) = f & strettamente crescente;
e f'(x) <0 per ogni x € (a,b) = f ¢é strettamente decrescente.


http://it.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
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Prima di dimostrare il test osserviamo che nel punto 3 e 4 non vale ’equivalenza, basta
considerare f(z) = 23 per z € R che & strettamente crescente nonostante che f’(x) = 322
si annulla per x = 0.

DIMOSTRAZIONE. Dimostreremo soltanto il primo punto. “=": Se f e crescente, allora

>f(x)
f(x+h)—f(z)
@) = fi(x) = Jim, ; > 0.
iney

“<7: Sia f'(x) > 0 per ogni x € (a,b). Allora per x1,z2 € [a,b] con z1 < g esiste
c € (a,b) tale che
fx2) = f(@1) + f'(c) (w2 — 21) > f(1),
>0 >0

cioe f & crescente. O
Esemp1o. Consideriamo la funzione f: R — R, f(z) := 23 — 322 + 62 — 3. Allora
fl(x) =32 —6x+6=3(>-2r+1)+3=3(x—-1)>+3>0 perognizecR

e quindi f & strettamente crescente e di conseguenza iniettiva. Inoltre lim, 1 f(z) =
+oo e quindi f : R — R & anche suriettiva e quindi invertibile. Visto che f/(z) # 0 dal
risultato sulla derivabilita della funzione inversa (cfr. pagina 62) segue che f~! : R — R
¢ derivabile con (f~1)(yo) = m dove yo = f(xg). Per esempio, per yg = —3 vale
yo = f(0), cioe zg = 0 e quindi
1 1

—1y/
Dal test di monotonia segue anche facilmente la seguente
PROPOSIZIONE 6.8. Se f, g € Cla,b] sono derivabili in (a,b) e

fla)=gla) e  fix)=g'(x) perogniz € (a,b)
allora f(x) > g(z) per ogni x € [a, b].

DIMOSTRAZIONE. Definiamo h := f — g. Allora h/'(z) = f'(z) — ¢'(x) > 0 e quindi h
¢ crescente con h(a) = f(a) — g(a) > 0. Cio implica h(z) = f(x) — g(x) > 0, quindi
f(z) > g(x) per ogni = € [a,b]. O

Criterio per Estremi Locali. Sia f : (a,b) = R derivabile e sia ¢ € (a,b) un punto
critico di f (cioé f'(xo) =0). Allora x¢ é un punto di

e massimo locale, se f'(x) cambia in xo segno da “+7 a “=7;
e minimo locale, se f'(x) cambia in xg segno da “—7 a “47;

max locale min locale

flz)>0 = flz)<0 = flz)<0 = flz)>0 =
f crescente / \ f decrescente f decrescente / f crescente
+ - - +

FigurA 35. Criterio per estremi locali.
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DiMOSTRAZIONE. L’affermazione segue dal test di monotonia: se vale la prima condi-
zione, allora f poco prima di xg € crescente mentre poco dopo & decrescente e quindi
o € un punto di massimo locale. Similmente segue la seconda affermazione, cfr. anche
i grafici. |
: 1

EseEmPIO. Sia f: (0,+00) = R, f(z) := “g(f)
-+ —1-In(z) 1-In(x)

= .

. Allora f & derivabile con

fi(z) =

Quindi f'(z) =0 < In(z) =1 <= x =e, cioe 2y = e & 'unico punto critico di f.
Inoltre,

22 z

e In(z) <1perze(0,e) = f'(x) e positiva prima di zg = e,
e In(z) > 1 per z € (e,+00) = f'(z) & negativa dopo zp = e
cioé f’(x) cambia in 2o = e segno da “+” a “—” = x( = e & un punto di massimo locale.
J In(z)/z

-2

In(z) .

F1curaA 36. Grafico di f(x) =

Caratterizzazione di Funzioni Costanti. Se f : (a,b) — R e derivabile, allora

f ¢ costante <= f'(x) =0 per ogni z € (a,b)

DIMOSTRAZIONE. “=" Questa implicazione ¢ banale visto che per f e costante il rap-
porto incrementale € 0 e quindi anche ammette limite 0. “<” Usando il test di monotonia
dall’ipotesi

= f'(z) > 0 per ogni x € (a,b) = [ & crescente, inoltre
= f'(x) <0 per ogni z € (a,b) = f & decrescente.

g

f'(z) = 0 per ogni x € (a,b) {

Questa caratterizzazione sembra banale ma tuttavia € utile per dimostrare risultati che
non sono cosl ovvi.

EseEmP1O. Definiamo f: R\ {0} — R,
f(z) := arctan(z) + arctan (1), z # 0.

x
Allora f ¢ derivabile con

(2) 1 1 —1 1 1

— - —_— = _— :0 i 0'
1+x2+1+(l)2 2 1+2® 241 per ogni 7 7
x

A questo punto, pero, non possiamo concludere che f & costante visto che il dominio
X =R\ {0} non & un intervallo. Comunque X = (—o00,0) U (0,400) & 'unione di due
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intervalli e quindi f & costante sia sul intervallo (—oo, 0) che su (0, +00). Quindi esistono
c1,c € R tale che

f(x) = ¢y per ogni x > 0 e f(x) = cg per ogni = < 0.

Per calcolare le costanti ¢, co (che, come vedremo sono diversi) basta scegliere un valore
opportuno 1 > 0 e x2 < 0 poiché in ogni caso f(x1) = c1 e f(x2) = co. Per la funzione
f possiamo per esempio scegliere x = 1 e 9 = —1 e cosi risulta

arctan(z) + arctan(2) = f(z) =

_ {f(l) = arctan(1) + arctan(1)

:Q-Q:g per ogni x > 0,
f(=1) = arctan(—1) + arctan(—1) = 2- % = =5 per ogni z < 0.

Criterio per Funzioni Lipschitziane.

DEFINIZIONE 6.9. Se per f: X C R — R esiste una costante L > 0 (della costante di
Lipschitz) tale che

|f(x2)—f(:n1)’§L-|x2—a:1] per ogni x1,T9 € X
allora f si dice funzione lipschitziana con costante L.

OSSERVAZIONE. E semplice verificare che ogni funzione lipschitziana € continua mentre
il contrario non vale. Cio si vede riscrivendo la relazione nella definizione come

f(z2) — f(z1)

<L per ogni x1,T2 € X, x1 # o,
Tr9 — X1

che in pratica significa che la pendenza di qualsiasi retta secante attraverso i punti
(1, f(x1)) e (z2, f(xz2)) ha (in modulo) al massimo pendenza L. Se ora consideriamo
il grafico di f :[0,1] — R, f(z) = /x e scegliamo z1 = 0 e x5 € (0,1] si vede che la
pendenza della retta secante tende per xo — 07 a 400 e quindi f non & lipschitziana.

Dal Teorema di Lagrange segue il seguente Criterio.

PROPOSIZIONE 6.10. Sia f : [a,b] — R derivabile tale che |f'(x)| < L per ogni x € (a,b).
Allora f ¢ lipschitziana con costante L. In particolare ogni f € C'[a,b] ¢ lipschitziana.

DIMOSTRAZIONE. Siano z1,z2 € [a,b], x1 # wa. Allora per Lagrange esiste ¢ € (a,b)
tale che

‘f(xz ml:m ‘—|f | per ogni x1, 9 € X
Se f € Cla,b], allora f’ € C[a,b] ¢ limitata per il teorema di Weierstraf. O

Le Regole di de ’Hospital
Partiamo con il seguente importante

PROBLEMA. Calcolare il limite

che al limite rappresenta una forma indeterminata del tipo 2 o oppure ig
Per esempio
sin(x 0 . In(x +00
lim (z) = — oppure lim (z) = —.
z—0 X 0 T—+o00 T +00
Nonostante i due limiti precedenti si possano calcolare anche direttamente, le seguen-
ti regole ne semplificano molto lo svolgimento. Non presentiamo la dimostrazione che

comunque si basa sempre sul Teorema di Lagrange.

TEOREMA 6.11 (Regole di de I’Hospital). Siano —oo <a <b<+oo e f,g: (a,b) > R
tale che


HTTP://IT.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/GUILLAUME_DE_L%27H%C3%B4PITAL
http://it.wikipedia.org/wiki/Rudolf_Lipschitz
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e lim f(z)= lim g(x) =0 oppure = £oo,
z—at z—at
e f,g sono derivabili con g'(x) # 0 per ogni x vicino ad a,
o L@ e e
. $1_1>I21+ @) = |l € R esiste.
Allora anche
)

z—at g(m)
La stessa conclusione vale anche per limiti del tipo lim e lim per zo € (a,b).
z—b—  T—T0

(z)

Prima di svolgere alcuni esempi facciamo le seguenti
non esiste non si pud dedurre che anche lim Z:%
z—at 9&)

!
OSSERVAZIONE. e Se lim %2
oa+ 9'(@)
non esiste. Cioe 'Hospital offre soltanto una condizione sufficiente ma non neces-
saria per l'esistenza di un limite. Per verificare cio consideriamo
limitato
. T + sin(x . sin(x
lim 7( ): lim 1—1—7( ) =1
T——+00 €T Tr—+00 X
—+o00
che quindi converge mentre
. /
. (2 +sin(z)) . 1+ cos(x)
lim ———F—F~- = lim ————
T——+00 (:L')/ T—+00 1

non esiste.
e L’Hospital non si deve applicare a forme determinate. Per esempio

14z 1 . (I+xz) 1
lim = — im —= = lim - = 1.
=02+ x 2 z—0 (2+SU)/ x—0 1

wily

significa che abbiamo applicato

Consideriamo ora alcuni esempi in cui il simbolo
I’Hospital, cioe derivato numeratore e denumeratore.

e Sia o > 0. Allora
L 1
=0.

lim M _ +0) H z — lim
~ 4oo _CU—>+OOOZ'.Ta_1 -

lim —%2—
rz—+oo % rz—+oo o - T
e Usando piccoli trucchi si possono anche studiare limiti che all’inizio non sono della

EsSEMPI.

. . 0 + .
forma indeterminata § oppure £>. Per esempio, per a > 0 vale
1 x

In(x) H

lim % In(z) = (0- (—o00)) = lim (:ﬁ>:lim#—
(2) = (0 (=o0)) =0+t T too a—0t —arT"l g0t —o

e Pud succedere anche che dopo un’applicazione di I’Hospital si ottiene nuovamen-

z—0t
te una forma indeterminata ammessa. In questi casi si puo provare ad applicare

cos(z) 1

6 6

I’Hospital piu volte. Per esempio
r — sin(x 1 — cos(x
i £ 75000 (g 8y L= 0sa) (o)
x3 z—0 322 z—0 6x
Qui la seconda e terza applicazione di I’Hospital si potrebbe evitare ricordando i

z—0
limiti notevoli (1) e (2) a pagina 47. Pero confrontando i procedimenti si vede che
le regole di I’Hospital hanno semplificato notevolmente il calcolo di questi limiti.

e Per calcolare limiti del tipo lgn f(2)9®) si procede come segue:
T—T(
Jim g(2)In(f()

sin(x) (: Q) Ho
0 z—0

. g(xz) _ 1.
Jim, (@) = Jim e
dove 'ultima uguaglianza segue dalla continuita della funzione esponenziale.
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Per dare un esempio concreto consideriamo

In (z+e$)

1 lim ———7 In(0+¢”) In(1) 0
lim (m + ex) Sm@) — prn0  sn@) <: e —e 0 = ea)
z—0
1 x
. gxex (1+e®)
E 6I11§10 cos(x)
= 82.

Approssimazione Lineare di Funzioni

Torniamo ora al problema iniziale posto a pagina 58: Data f : (a,b) — R e un punto
xo € (a,b), trovare
(i) la retta tangente ¢ al grafico di f nel punto Py = (xo, f(z¢)), e
(ii) un’approssimazione lineare g(z) = a- x + (8 (cioé ¢g & un polinomio di grado < 1)
per f(z) per z vicino a xg.
Abbiamo risolto (i): Se f ¢ derivabile, allora la retta tangente ¢ ¢ data dall’equazione
t(x) = f(xo) + f'(20) - (x — w0).
Quindi la retta tangente definisce un polinomio di grado < 1 e di conseguenza si puo
avere 'idea di usare proprio g(x) := t(x) come approssimazione lineare. Come vedremo
in seguito, questa scelta ¢ infatti in un certo senso la migliore possibile. Per verificare
cio scriviamo
f@) =t() +r(@) = f(2o) + f'(x0)  (x —x0) +  7(2)
~ —~—~

approssimazione lineare resto (o errore)

t(x)
f } =r(z)
flx)

f(xo)

cioe r(z) = f(z) — t(z).

Zg T
Ficura 37. Il resto r(x).

Studiamo le proprieta di r(x):
e 7(z9) = 0 cioe nel punto xy 'approssimazione da il valore esatto,
e vale
T(LU) _ f(fl?)—f(x()) —f’($0)—>0 per z — o.
T — xo T — xo

= f"(z0)

Cioe r(x) tende a 0 pin rapidamente di z — xg per x — .

Per confrontare meglio il comportamento di due funzioni facciamo la seguente

DEFINIZIONE 6.12. Se
@,
a—=wo g()
allora si dice che f é o-piccolo di g per x — x¢ e in questo caso si scrive f(z) = o(g(z))

per & — xo 0 pil brevemente f = o(g) per z — xo.
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OSSERVAZIONI. e o(-) si chiama simbolo di Landau.
e f=o0(g) per x — xg significa per
— infinitesimi che f(x) — 0 piu rapidamente che g(x) — 0 per z — xg;
— infiniti che f(x) — £oo piu lentamente che g(x) — +00 per x — .

ESEMPI. n(z) = o(zr) per x — +oo poiché @ 0 per 2 = +o0.

o]
e 1 —cos(z) = o(x) per x — 0 poiché

1 — cos(x) _1- cos(z)

1
r —5-0=0 er x — 0.
T 22 ~~ 2 p
—— 0
-4

e z = o(x?) per x — Foo mentre 22 = o(z) per x — 0.

e f(x) = 0perz—x9 < f(x)=0(1) per z — xp.

e Tornando al problema di approssimazione lineare possiamo ora dire che r(z) =
o(x — xzp) per x — xg.

Con gli o-piccoli si possono caratterizzare le funzioni derivabili.

PROPOSIZIONE 6.13. Per una funzione f : (a,b) — R e xg € (a,b) le sequenti afferma-
zioni sono equivalenti.

(a) f & derivabile in xg.

(b) Esiste A € R tale che f(x) = f(zo) + A (z — x0) + o(x — x0).

In questo caso A = f'(xg).

Quindi questa proposizione stabilisce che 'approssimazione lineare ¢(x) data dalla retta
tangente ¢t & 'unica che lascia un resto r(z) che per z — ¢ tende a 0 piu rapidamente
che la distanza x — xg tra = e xg. Cioe per ogni altra scelta di approssimazione con un
polinomio di grado < 1 il resto tende a zero piu lentamente. In questo senso t(z) ¢ la
migliore approssimazione lineare possibile di f(x) per z vicino a zg.

Consideriamo alcuni

ESEMPI. e Se f(z) =e" e g = 0, allora la derivabilita di f implica
e® = f(0) + f'(0) -z + o(z) = € +e° - x + o(x), ciod

’e’”zl—&—x—i—o(m) perx%O.‘

e Se f(x) =sin(x) e g = 0, allora la derivabilita di f implica
sin(z) = f(0) + f/(0) - = + o(x) = sin(0) + cos(0) - = + o(x), cioe

‘sin(m) =2z + o(x) per x — 0. ‘

e Se f(xz) =In(l +z) e zy = 0, allora la derivabilita di f implica
In(1+ )= f(0)+ f(0) -z + o(x) =In(1) + ﬁ -z + o(x), cioe

’1n(1+x):x+0(x) perx%O.‘

La Formula di Taylor

Abbiamo quindi risolto anche il problema dell’approssimazione lineare, cioe di approssi-
mare il valore f(x) di un funzione (possibilmente molto complicata) vicino al punto zg
con un polinomio t(x) (cioé con una funzione molto semplice) di grado < 1.

A questo punto si puo avere l'idea di limitare il grado dell’approssimazione non a 1 ma
a un numero n € N qualsiasi. Cioe si puo generalizzare il problema dell’approssimazione
lineare nel seguente modo:

PROBLEMA. Data f : (a,b) = R, 29 € (a,b) e n € N, approssimare f(z) per z vicino a
xo con un polinomio T),(z) di grado < n

Per n = 1 abbiamo visto che Tj(x) = t(z) & la migliore scelta possibile. Per risolvere il
problema per n € N dobbiamo prima introdurre le


http://it.wikipedia.org/wiki/Edmund_Landau
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Derivate Successive.

DEFINIZIONE 6.14. Se f ¢ derivabile e tale che f’ & nuovamente derivabile, allora
possiamo definire

d2
(f’)/ —=: " = derivata seconda =: D*f =: d—‘];
x
Se si puo continuare in questa maniera n volte otteniamo
d’I’L
™ = derivata n-esima =: D" f =: —f
dx™

Inoltre, se I & un’intervallo e n € N definiamo C°(I) := C(I) (e f(©) := f) e pern > 1

f & derivabile n-volte
C"(I):z{f:[—)R }

e f™ & continua

Se f € C™(I) si dice anche che f & derivabile n-volte con continuita (qui la continuita si
riverisce alla derivata n-esima f( e non a f ).

ESEMPIO. Se f(z) = sin(z), allora f & derivabile con f’(z) = cos(x) che & anche deri-

vabile. Quindi otteniamo f”(x) = cos'(x) = — sin(z) che & nuovamente derivabile. Cosi
otteniamo f”'(x) = —sin’(x) = —cos(x) che & sempre derivabile. Quindi esiste anche
la derivata quarta che indichiamo con il simbolo f¥(z) = —cos'(z) = sin(z) = f(x).

Quindi dopo 4 derivazioni si ritorna alla funzione originale.

Dopo questo intermezzo sulle derivate successive possiamo tornare al problema dell’ap-
prossimazione di f(z) per z vicino a z( attraverso un polinomio di grado < n. Per
ottenere un’idea come si puo risolvere questo problema consideriamo i casi n = 0 e
n = 1.

e Per n = 0 la migliore approssimazione con un polinomio di grado < 0 (cio¢ con
una costante) e ovviamente Ty(x) := f(z9) = To(zo), cioé Ty e f hanno in g il
valore in comune:

To(zo0) = f(x0)-

e Per n = 1 il problema diventa quello dell’approssimazione lineare che abbiamo
risolto precedentemente: Se f € derivabile in x( allora la migliore approssimazione ci

da t(z) =: T1(z) = f(zo) + f'(z0) (2 —20). Quindi T} (z0) = f(z0) e T7(z) = f'(x0)
cioe T e f hanno in xzg il valore e derivata prima in comune:

Ti(z0) = f(z0),

T{(w0) = ['(0).

Quindi per n > 2 supponiamo che f sia n-volte derivabile e poi cerchiamo un polinomio
T, che con f ha in x( valore e tutte le derivate fino alla n-esima in comune:

Tn(z0) = f(wo),
T, (x0) = f'(20),
<= : f e T, hanno contatto di ordine n in xg

T (o) = ™ (29).

Visto che questo sistema consiste da n + 1 equazione e il polinomio 7}, da determinare
ha n + 1 coefficienti ay, . .. a, € R come incognite, il seguente risultato & plausibile.
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PROPOSIZIONE 6.15. Se f € C"(a,b) e xo € (a,b) allora esiste un’unico polinomio T,
di grado < n che ha un contatto di ordine n in xg con f. Questo polinomio si chiama
polinomio di Taylor di ordine n con centro xg generato da f ed é dato da

f" (o) £ (20)
T i

To(x) Sz —z0)? + .. (z—x0)"

f(@o) + f'(wo) - (x — wo) +
n f(k) (z0)

i (z — xo)k.
k=0

Infine, se xg = 0, allora T, viene anche chiamato polinomio di McLaurin.

DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo soltanto che per n = 3 il polinomio T3 definito sopra ha
contatto di ordine 3 con f € C3(a,b) in xg € (a,b). Infatti

Ty(x) = f(z0) + f'(xo) - (& — o) + L& - (& — wo)? + LG (2 — 20)® = T3(x0) =
T3(x) = f'(xo) + f"(20) - (x — x0) + w (z = x0)? = T3(x0) =
T3 (z) = f"(z0) + f"(w0) - (x — x0) = T3 (xg) =
13" (x) = " (20) = T (z0) =

ESEMPIO. Sia f(x) = e®. Allora f € C"(R) per ogni n € N con f*)(z) = f(z) =
ogni 0 < k < n. Quindi risulta per 2o = 0 che f*) (rg) =€’ =1 perogni 0 < k <nedi
conseguenza

\/
&

F1Gura 38. I primi polinomi di McLaurin di f(z) = e*.

Prima di considerare altri esempi ci poniamo il seguente

PROBLEMA. Quanto vale il resto (o errore) dovuto all’approssimazione con il polinomio
di Taylor, cioe
Ry (z) = f(z) = Th(z) =7
Consideriamo prima i casi che abbiamo gia studiati.
n = 0: Per il Teorema di Lagrange esiste ¢ tra x e x¢ tale che

Ro(x) = f(x) — To(x) = f(z) = f(z0) = ['(c) - (v — o)
=0(1) = o((z — 20)°).
n = 1: Visto che Tj(x) = t(z) = approssimazione lineare (cfr. pagina 73) segue

Ri(z) =r(z) = o(z — xo)l).
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Nel caso generale n € N vale la seguente generalizzazione di queste rappresentazioni di
R, (x).
TEOREMA 6.16 (Formula di Taylor). Sia f € C""!(a,b) e sia 29 € (a,b). Allora per
R, (x) := f(z) — T(z) vale
[ J
Ry(z) = o((x — z0)") per z — xo (Resto di Peano)

e esiste ¢ tra x e xg tale che

Ry(z) = w (x —= )n+1 (Resto di Lagrange)
T (n+1)! 0 grang
(OSSERVAZIONI. e Per la formula di Taylor con il resto di Peano basta che f €

C"(a,b).
e La Formula di Taylor con il
— Resto di Peano ¢ un affermazione qualitativa, cioe afferma soltanto con che
velocita il resto R, (x) tende a 0 per x — xo;
— Resto di Lagrange & un affermazione quantitativa, che permette anche valutare
la grandezza del resto (si noti tuttavia che ¢ non & noto).
e Se per un polinomio p(x) di grado < n vale

f(z) —p(z) = o((w - mo)") per x — xq,

allora p(z) = T,,(z). In altre parole T,,(z) & I'unico polinomio di grado < n che
lascia un resto che tende piu rapidamente a 0 per z — z¢ che (x — x¢)". In questo
senso la scelta di T, (x) come approssimazione di f(x) per x vicino a xg € ottima.
Questa osservazione ci permettera in seguito di calcolare T),(z) senza calcolare
alcuna derivata.

e Una rappresentazione esplicita del tipo f(z) = T,(z) + o((x — x¢)™) si chiama
sviluppo di Taylor di f di ordine n e centro xg.

Calcoliamo appunto alcuni sviluppi di Taylor.

ESEMPI. e Dall’esempio precedente segue per f(z) = e* e z9 = 0 che

n
k

e“zl—i—&:—k%—l-%—i—...%—%—i-o(a:”): I +o(z") perx — 0.

=0

Eod

Per esempio e =1+ x + %2 + % + o(x3) per x — 0.

e Abbiamo gia visto nell’esempio su pagina 75 che per f(z) = sin(z) vale f'(x) =
cos(z), f"(x) = —sin(z), f"(x) = —cos(x) e fW(z) = sin(z) = f(z). Quindi
f € C*(R) per ogni n € N e per ogni k € N vale

FER0) = £sin(0) =0 e fEFD0) = (=1)* cos(0) = (—1)".

Cio implica

ZL‘3 IE5 :E2n+1 n x?k—f—l
T e NI U e
2pi(@) =@ = g+ F oo+ (U kzo( N T
e quindi
5(53 155 " I2n+1 1
sin(z) =z — o+ 55 F +(—)m+0(3? )
n . $2k+1 1
_ o n
=) (-1) = +o(x”" ) per x — 0.
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OSSERVAZIONE. Siccome per ogni n € N vale f"+2)(0) = 0 segue Thpi2(z) =
Ton+1(x) e di conseguenza

F(2) = Tomsa(@) +o(@22) = Tonss (z) + o(a2+2).
——
=Ton+1(x)

Cosl risulta lo sviluppo

. n L a2k ot
sin(x) = Z(—l) ReTE +o(z"") per z — 0.
k=0

Per esempio per n =1 vale

e
Ty(e) =z~ 5 + / 4!(‘)) 2t = Ty(2)

e quindi
23
sin(x) =z — 5 +o(z*) per z — 0.

Lo sviluppo precedente & migliore dello sviluppo sin(z) = = — %3 + o(23) in quanto
per x — 0 l'espressione z* tende pilu rapidamente a zero che z°.
Questo guadagno di un grado nel o(+) si ottiene anche per altri sviluppi di McLaurin
(cioe per xo = 0) di funzioni pari oppure dispari in quanto
— tutte le derivate di ordine pari di una funzione dispari in zg = 0 si annullano
(come sopra per il sin),
— tutte le derivate di ordine dispari di una funzione pari in zg = 0 si annullano
(per esempio per il cos).
Di conseguenza in uno sviluppo di McLaurin di una
— funzione pari compariranno soltanto termini z*
— funzione dispari compariranno soltanto termini x

con k pari, mentre per
k con k dispari.
Nella stessa maniera seguono i seguenti sviluppi.

e Come gia sopra indicato vale per f(x) = cos(z) (= funzione pari) e z9 = 0 che

Ton(x) = Topy1(x). Quindi
- w2 2n+1
= —1)"- " — 0.

cos(z) kZ_O( ) k) +o(x ) perzx

Per esempio per n = 2 otteniamo cos(z) =1 — % + % + o(x®) per z — 0.
e Per le funzioni iperboliche sinh (= dispari) e cosh (= pari) valgono i seguenti
sviluppi che sono molto simili a quelli delle funzioni circolari sin e cos:

n ekt
sinh(z) = kT + o(z*""2) per z — 0,
k=0 '
n IEQk —
cosh(x) = Z 20! +o(x*" ™) per z — 0.
k=0 '

Per esempio sinh(x) = = + %3 + o(x*) e cosh(z) =1 + z 5+ gi + o(z®) per z — 0.
e x

e Per f(zr) = arctan(z) (= funzione dispari) 0= Vale Tont1(x) = Topta(z).
Quindi
n 2k’+1
arctan(z kzzo ) + o(z®"™2)  per x — 0.
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. . x3 x® 6
Per esempio per n = 2 otteniamo arctan(z) = x — % + % + o(z°) per z — 0.
e Scegliendo f: (—1,400) = R, f(z) :=1In(1 4 z) e o = 0 si ottiene

n

k
In(1+z)= z:(—l)lCJrl . % +o(z") perxz — 0.
k=1

e Per o € R e k € N definiamo il coefficiente binomiale generalizzato

a 1 se k=0
<k> Flela-D(@=2)-.(a-k+1) altrimenti.
r -2 - 3
1,1
Per esempio (é) = 5'(15.271) = —1. Allora per f: (—1,400) = R, f(z) := (1 4+ 2)*

per a € R e xg = 0 si ottiene

n

(1+2)*= Z(Z‘) ¥ +o(z") perz — 0
k=0

che ¢ una generalizzazione della formula del binomio di Newton (cfr. pagina 10)
per esponenti a € R. Per esempio, scegliendo o = % e n = 2 otteniamo

VIFz=(ta)i = (§) 2%+ (1) o'+ (3) 2 +ole?)
2
— r_ T 2
—1—1—2 8—1—0(37) per z — 0.

La Formula di Taylor € molto importante come si vede anche dalle seguenti

Applicazioni della Formula di Taylor
Criterio per Estremi Locali. Sia f € C"(a,b) per n > 2 e sia o € (a,b) tale che

flwo) =0=f"(wo) =...= f" D(xo) e  f™(wm) #0.
Se n é pari, allora f ammette in xg un
e minimo locale, se f(”)(xo) >0,
e massimo locale, se ") (xq) < 0.
Se n e dispari, allora xg non é un punto di estremo locale di f.

Il caso pin importante ¢ n = 2: Se f'(xo) =0 e
e f"(xp) >0 = x0 ¢ un punto di minimo locale,
e f"(x9) <0 = x0 ¢ un punto di massimo locale.

CENNO DELLA DIMOSTRAZIONE. Per La Formula di Taylor con Resto di Peano vale
=0

(n—1) _ (n)
f(z) = (o) + f'(o) - (x — o) + ... + Lm0 (& — )"+ L ()
+ o((z — zo)")
——
=“piccolo errore” trascurabile

~ f(xo) +c- (x —x0)" per z vicino a x

e con ¢ = %. Quindi anziché studiare se xg ¢ un punto di estremo locale di f(z)
basta considerare la stessa questione per il polinomio p(z) = f(zg) + ¢+ (x — z9)". A
questo punto ci sono tre casi, cfr. il seguente grafico.

(1) npariec>0 (<= f"(xg) > 0): Allora z¢ € un punto di minimo locale;

(2) npariec <0 (<= f"(xg) <0): Allora z¢ &€ un punto di massimo locale;

(3) n dispari: Allora oy non € un punto di estremo locale.
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f(zo)|

Zo

(1) n pari ¢ > 0 = min (2) n pari ¢ < 0 = max (3) n dispari

Ficura 39. Criterio per estremi locali.
O

EseMPI. e Consideriamo f(z) = x2. Allora f/(z) = 2v e f"(x) =2 = f/(0) =0e

f7(0) > 0 (cioe n =2 = pari) = zp = 0 ¢ un punto di minimo di f.

e Consideriamo f(x) = 2. Allora f'(z) = 322, f"(z) = 6z e f"(x) = 6 = f(0) =
0= f"(0) e f”(0) # 0 (cioé n = 3 = dispari) = z¢p = 0 non ¢ un punto di estremo
di f.

e Sia f(z) = z-sin(z) —cos(2x), x € R. Allora f'(z) = z-cos(z)+1-sin(z) +sin(2z)- 2
e quindi f/(0) = 0, cioé xg = 0 & un punto critico di f. Per decidere la sua natura
calcoliamo anche le derivate successive in xy = O:
f"(x) =z (—sin(z))+1-cos(z)+cos(x) +2-cos(2z)-2 = f"(0) =0+14+1+2-2 =
6 >0 = zg =0 ¢ un punto di minimo locale di f.

Calcolo dei Limiti. Generalizziamo prima il concetto di asintoticita dalle successioni

alle funzioni.

DEFINIZIONE 6.17. Se lim @) = 1, allora si dice che f(z) e g(x) sono asintotiche e
Tr—TQ g :L‘)

si scrive f(x) ~ g(x) (o anche solo f ~ g) per x — xg.

OSSERVAZIONE. Se f ~ g per x — xg, allora f(z) e g(x) hanno lo stesso comportamento
asintotico, cioe f(z) — [ per x — 9 <= g(x) = [ per z — xo.

Come per le successioni anche per le funzioni vale il

TEOREMA 6.18 (Principio di Sostituzione). Se fi ~ fa € g1 ~ g2 per x — xg, allora

fi-g1~ fa-g2 perx — xo, in particolare lim fi(z)-gi(x) =1 < lim fo(x) - go(x) =1
T—T0 Tr—xTQ

f _f fi(x) fa(z)

=  perzx — xy, in particolare  lim =] < lim
992 z—a0 g1 () 70 g2 ()

Quindi in prodotti e rapporti si possono sostituire espressioni con altre espressioni asinto-
tiche senza cambiare il comportamento asintotico, in particolare senza cambiare il limite
se esiste.

=1

ESEMPI. e sin(z) ~ z per z — 0 poiché
lim sin(z) =1
z—0 X
o 1 —cos(x) ~ %2 poiché
1 — cos 1 1-— 1
T GO P TRV S O NP
z—0 % 5 z—0 x 2

Come gia per le successioni, il principio di sostituzione /! NON !!! vale per somme,
differenze o potenze, cioe se f1 ~ fo e g1 ~ go per x — x¢ allora

o 7% fi(x) £ g1(x) ~ fa(z) &+ g2(w) per x — xo,

o % (fl(x))gl(x) ~ (fQ(x))QQ(x) per x — xo.
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Quindi come gia detto in prodotti e in rapporti si possono sostituire espressioni (com-
plicate) con altre espressioni asintotiche (piti semplici) senza cambiare 'esistenza e il
valore del limite. Come vedremo cio permette di facilitare il calcolo dei limiti. A questo
punto, pero, si pone il seguente

PROBLEMA. Come si puo trovare per una funzione f; (possibilmente complicata) una
funzione fy (semplice) tale che fi(z) ~ fa(x) per x — x(?

Per risolvere questo problema usiamo la seguente

PROPOSIZIONE 6.19. fi(z) ~ fao(x) per x — x9 <= fi(z) = fao(x) + o(f2(x)) per
T — 2.

EsEmpPIO. In(1+2) =2 +o(z) per . - 0 <= In(l+z) ~x per z — 0.

Come nell’esempio 'idea ¢ ora di rappresentare fi(z) e gi(x) usando la Formula di
Taylor con resto di Peano in maniera tale che fo e go diventeranno monomi # 0. Piu
precisamente dalla proposizione segue per r — xg

. ~ . o n+m
filx) =apn - (x —z0)" + 0((:1: — :Co)n) hi@) - 91() ~ anbm - (& = o)
=
91(2) = by, - (z — 20)™ + 0o (z — 20)™) gigi; ~ % (= x)t™
Quindi nel caso del rapporto segue
. fl (aj) (279)
1 =1 “n o n—m
.’El)nxlo g1 (1‘) T—xQ bm (:1; 1’0)
0 se n >m,
= Z—: sen =m,

+oo sen < m.

Riassumendo, per studiare il limite lim,_, ., % con Taylor si procede cosi:

e Si cerca lo sviluppo del denominatore del tipo g(x) = b-(z—xz¢)™ +o((x —z0)™) con
b # 0, cioe b+ (x —xo)™ ¢ il primo polinomio di Taylor di g che non ¢ identicamente
=0.

e Si sviluppa il numeratore f fino allo stesso ordine m. Non ¢ necessario superare
oltre all’ordine m per ottenere un polinomio di Taylor del numeratore # 0 poiché
se f(z) =04 o((x — xo)™) il limite del rapporto € in ogni caso = 0.

Consideriamo alcuni

ESEwmPI. e Studiamo
. osin(z) — x
lim 2(7)
=0 z2 - sin(x)
Come dalla regola generale iniziamo sempre con il denominatore. Qui non & neces-
sario svilupparlo con Taylor, ¢ invece piu semplice semplificarlo usando il principio

di sostituzione: sin(x) ~ x per x — 0 e quindi

sin(z) — x N sin(z) — x

22 - sin(x) a3

Ora visto che il denominatore & di 3° ordine dobbiamo quindi sviluppare anche il
numeratore fino al 3° ordine:

sin(z) =z — %3 +o(z®) = sin(z)—z= -5+ o(z?) ~ —%3 per x — 0.

Cosi risulta
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e quindi
lim sin(w? -z _ _1.
2—0 22 - sin(x) 6
e Studiamo
. sin(2z) — In((1 + 2)?)
lim
z—0 cos(%) -1

Iniziamo sempre con il denominatore: Sappiamo che per t — 0

. z)2
cos(t) = 1—§+0(t2) (;%) cos(3)—1= (22)+0<(§)2> = —%QJro(ac?) ~ —’”—82 (x =2t —0)

Visto che il denominatore e di 2° ordine dobbiamo ora sviluppare anche il nume-
ratore al 2° ordine. Percid notiamo prima che In((1 + z)?) = 2In(1 + ), quindi

sin(t) = t+o(t?) (t—0) == sin(2w) = 22 + o((22)?) = 2z + o(2?)

2

2-In(1+2) =2 (z—% +o(z?) =2z — 2% + o(2?)

sin(22) — In((1 + 2)?) = 2z + o(2?) — <2m — 22+ o(x2)> =22 o(@?) ~2? (x—0)

Cosl risulta
sin(2z) — In((1 4 2)?) z?

cos(%) —1 - _% =8
e quindi
: _ 2
lim sin(2z) — In((1 + z)?) Y
z—0 cos(%) -1

Abbiamo gia visto in questi esempi semplici che per procedere servono delle regole per
il calcolo con gli o(-) come per esempio o(z?) + o(2?) = o(z?) oppure o(42?) = o(z?).
Per calcolare limiti piti complicati servono ulteriori

Regole per il Calcolo con gli o(-). Per x — xo con zp € R

a-o(f) =o(f) per ogni a € R, per esempio « - o(z") = o(z");

o(f) + o(f) = o(f), per esempio o(z™) + o(z™) = o(x™);

f-o(g) =o(f-g), per esempio 2™ - o(2") = o(z™*™");

o(f) - 0(g) = o(f - g), per esempio o(™) - o(z™) = o(a™*");

o(o(f)) = ol f). per esempio o{o(z™)) = o(a")

o((z — x0)™) = o((z — w)™) se m > n, per esempio o(x*) = o(2?) per z — 0.

(x — 20)™ = o((x — z0)") se m > n, per esempio z° = o(z*) per z — 0.

se f ~ g allora o(f) = o(g), p.e. sin(z) ~ x e quindi o(sin(x)) = o(x) per x — 0;
se f(x) ~ g(x) per x — xg e p(t) — xo per t — to allora f(p(t)) ~ g(e(t)) per t —
to, p-e. In(14+2) ~x (x — 0) e sin(t) — 0 (¢ — 0) allora In(1 + sin(t)) ~ sin(t) ~ ¢
(t —0).

Qui, come sempre, con o(f) si deve immaginare la qualita di un resto di tendere piu
velocemente a 0 di f e non come una quantita. In particolare in generale si ha

* o(f) = olg) # olg) = o(f),
o f+olh)=g+o(h) % =y,
* o(f) —o(f) #0.

EsEMmPI. e Calcolare, se esiste,

. ez — /1 +sin(z)
im .

2—0  In(cos(z))
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SOLUZIONE. Tutti gli sviluppi si intendono per x — 0. Iniziamo con il denomina-
tore. Visto che si tratta di un’unica espressione e piu semplice usare 'ultima regola
e il principio di sostituzione anziche svilupparlo con Taylor (che comunque faremo
nel prossimo esercizio). Allora, prima serve un piccolo trucco

=:t—0

.%'2

T N——

In(cos(z)) = ln(l + (cos(z) — 1)) ~t=-cos(r)—1n~ -5
Abbiamo verificato I'ultima equazione (con segno opposto) gia a pagina 80. Si
potrebbe, pero, anche ragionare usando lo sviluppo

cos(z) =1— % +o(z?) = cos(z)—1= —”“"2—2 + o(z?) ~ —%2.

Poiché il denominatore ¢ di 2° ordine, dobbiamo sviluppare anche il numeratore
fino al 2° ordine: Ponendo ¢ = § otteniamo

(3)"

2

=1ttt G o) =1+5 +-L-+0((3)") =1+ 5+ %5 +o?) =2,
Inoltre ponendo ora ¢t := sin(z) segue (per lo sviluppo della radice /1 + ¢ cfr.
pagina 79)

VItt=1+%-8 1ot

~x?

—

=1+ ) ) 4 o(sin?(2)) = /T + sin(a).

Per la penultima regola o(sin?(z)) = o(?) e usando lo sviluppo sin(z) = z + o(z?)

segue
2
2
1+sin(z) =1+ x+02(x2) - (m+0§t ) + o(?)
:0(12) :0(14):0(12)
) 2,90 . 2 2\2
g 2B o OB g e

Quindi

x
ef—\/1+sin(x):1+%+%+o(x2)—<1+%—%2—|—0(3:2))
:2-%2+0($2):%2+0(x2)~%.

Qui ¢ importante osservare che soltanto dopo aver sviluppato tutto il numeratore si
usa l’asintoticita, farlo prima significherebbe usare il principio di sostituzione per
una differenza (che & gravemente sbagliato!!). Quindi per il principio di sostituzione
per rapporti risulta

z 2
e2 — /1 +sin(z) T 1
_ ==
In(cos(z)) -z 2

da cui

I e2 — /1 +sin(z) 1 0

50 In (cos(z)) 2

e (Calcolare, se esiste,
.1 —cos(z) + In(cos(x))
lim .
£—0 x4 4+ 2
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SOLUZIONE. Tutti gli sviluppi si intendono per z — 0. Iniziamo come sempre con
il denominatore: Visto che 2° = o(x?) risulta
2t 25 =2t 4 o(z?) ~ 2.

Quindi il numeratore ¢ da sviluppare fino al 4° ordine.
2 4 2 4
x x 4 T T 4

cos(z) =1— —+ —+o(x = 1—cos(zx) =———+o(z).
(£) = 1= 5+ 57 +ola?) (2) = 5 — 57 +ola)
Mentre nell’esempio precedente era sufficiente osservare che In(cos(z)) ~ —% qui
non possiamo ragionare cosi altrimenti si applicherebbe il principio di sostituzione

ad una differenza. Dobbiamo invece sviluppare In(cos(z)) fino al 4° ordine: Allora

=:t—0

In(cos(z)) = ln<1 + (cos(z) — 1))

con
12
In(l1+t)=t— Bl + o(t?)
e
2 4 2
cos(z) — 1= —% + % +o(z?) = —% + o(z?).

Non & necessario sviluppare In(1 + t) fino a t* poiché t = cos(z) — 1 & di ordine
2 e di conseguenza t? espresso in x diventa di 4° ordine. Inoltre, nello sviluppo di
In(1+t) dobbiamo sostituire ¢ con cos(z) — 1 sviluppato fino al 4° ordine mentre nel
. 2 . o . ) .
espressione %5 basta come vedremo lo sviluppo fino al 2° ordine. Non é sbagliato
usare anche 1i lo sviluppo fino al 4° ordine, soltanto i conti si complicheranno

leggermente. La cosa importante é che alla fine non ci saranno resti o(z*) con
k < 4. Quindi

2
In(cos(z)) = (cos(z) — 1) — (cos(:z,g—l) + 0<(cos(ac) - 1)2

=o(z?)

2 4 z2 21)2
(T 4 _(—7—1—0(3; ) 4
—< 2+24+(x)) 5 + o(z")

=o(z*)
BN & v e T Co Bl Cd
2 24 2
x?2 ozt 2t 4
7?4»%7 §+O(SU )
z? ot 4
—?—E—FO(&’ )

2 24 2 12
.73‘4 $4 4

- —ﬂ — ﬁ + 0(1‘ )
1 1

= —§x4 + 0($4> ~ —g . 1'4
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Per il rapporto segue con il principio di sostituzione

1—cos(z) 4+ In(cos(z)) —%-a* 1
x4 25 @8
e quindi
i 1 — cos(x) + In(cos(x)) _ _1. .
z—0 x4 + 2 8

Calcolare, se esiste,

esin(z) _ sin(z) 2

li L
250 tan?(3x)

SOLUZIONE. Per x — anche ¢ := 3z — 0 e quindi vale

in(t t -
tan(t) = ziit)) ~ 1= ¢ = tan?(3z) ~ (3x)% = 922
Allora dobbiamo sviluppare il numeratore fino al 2° ordine: Da

2

t
et:1+t+5+o(t2),

sin(z) = = + o(z?)

segue con t := sin(z) — 0 per x — 0

sin?(x)

2

(z+ 0(x2))2
2

2?2 4 22 - o(2?) + o(2?)?

2

) = 1 4 sin(x) + + o(sin®(z))

=1+x+o(z?) + + o(z?)

+ o(z?)

=l+az+

IE2
:1+x+§~+dﬁ)

Inoltre

quindi

sin(z) _ 3

T
T 6x
2

=1- % + o(z?).

Notiamo che qui era necessario sviluppare sin(z) fino al 3° ordine poiché la divisione
per x abbassa ’ordine per 1. Cosi risulta

- 2 2
sin(@) _ sin(@) LA SR A 2
e . x +:c+2 5 x + o(z”)

1 3
+ ;-0(3:)

2 2
:§-$2+0(l'2)/\1§.x2
e quindi
i in(x) 2,2
esm( ) smxx . N 2 - B 3
tan?(3z) 9.-22 27
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che implica

esin(z) _ sin(z) 2 9
lim 1y =—. O
20 tan®(3x) 27

Concludiamo questi esempi con una

OSSERVAZIONE. In questo esempi abbiamo calcolato sviluppi di Taylor di diverse fun-
zioni usando sviluppi noti e le regole per il calcolo con gli o(+) senza fare alcuna derivata.
Usando la terza osservazione su pagina 77 in questa maniera abbiamo anche calcolato i
polinomi di Taylor. Per esempio

2

f(x) =1 +sin(z) =1+ 2 -2 4 o(z?) = Ty(z) =142 -2
f(z) = ln(cos(aj)) = _9522 — f; + o(z?) = Ty(z) = 3322 — “;U;
fx) = 0@ :1—{—x—|—$22+0(:n2) = T2($):1—|—x—|—22,

dove il polinomio di Taylor si riferisce alla corrispondente funzione f e il centro zg = 0.

Mentre le prime due applicazioni della Formula di Taylor usavano il resto di Peano, la
terza fa uso del resto di Lagrange.

Calcolo Numerico.

PROBLEMA. Data una funzione (possibilmente complicata) f : (a,b) — R e z € (a,b),
trovare un valore approssimato per f(z), per esempio calcolare cos(3) con un errore
<1073,

L’idea per risolvere questo problema & di usare la Formula di Taylor con resto di
Lagrange: Esiste ¢ tra x e zq tale che

(n+1) (e
Zf x_xo)k+J[(n+1()!) '(:L'—l‘o)n+1

dove il centro z¢p € (a,b) e 'ordine n sono ancora da determinare. Se sappiamo che
|+ (s)] < M per ogni s € (a, b) allora possiamo valutare I'errore R, (z) = f(x)—Ty(x)

n+1 <
wl™ = T

e cosl si puo valutare la precisione dell’approssimazione. Rimane la scelta del centro
xo € (a,b) che deve rispettare i seguenti principi:

. ’x o x()]”H

fn+1)
o) = | | 1o -

(i) in z¢ si devono conoscere valore e tutte le derivate di f fino al n-esimo ordine, cioe
) (xo) per k =0,1,...,n, altrimenti non si puo calcolare T, esplicitamente;
(ii) tra tuttii puntiin ( ) si Sceghe quello che sta pit vicino a  in maniera che il fattore
|z — 20|"T! = (distanza tra e 29)"*! sia pii1 piccolo possibile.
Se, fortunatamente, |z —x¢| < 1, allora le potenze |z — zo|" ™! — 0 per n — +00 e quindi
contribuisce, insieme al fattorlale (n+1)! nel denominatore, a diminuire I’errore | Ry, (z)|
fatto.
Consideriamo alcuni esempi concreti:

ESEMPI. e Calcolare cos(%) con un’errore < 1073,

SOLUZIONE. Qui f =cose x = % Visto che qualsiasi derivata di f & data da +sin(z)
oppure + cos(z) vale

‘f s)|<1=M per ogni k € N ed ogni s € R.
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Passiamo alla scelta del centro xy. Il punto piu vicino a =z = % nel quale si conoscono

tutte le derivate di f = cos & 2o = 0. Cosi otteniamo la stima®

| R (2) " <107

1
< - |1_ - -
’_(n—l—l)! 2 (n+1)!-2n+1
uesto € una disuguaglianza in n che ¢ equivalente a
guag q
(n+1)!- 2" > 1000.

Per trovare il valore n € N pit piccolo che verifica questa relazione si deve procedere per
tentativi:

| (n

n 1) . 2n+1
112
216-

3

4

24-16 = 384
120 - 32 = 3840 > 1000 v/

Quindi possiamo scegliere n = 4 e cosi risulta

1
1 —
‘COS ) T4(§) ~ M < ].0
Infine Ty & dato da
22 H* ) ssr
Tu(z)=1— "+ Ty(3)y=1-22L 4 227 ==
1(@) > T 7 1(2) 2 o4 334
Riassumendo abbiamo verificato che
337 1
o< _— <103
c03(3) ~ 354| < 3520 <10
ciot la soluzione & 337 O

384°

e Usare uno sviluppo di secondo ordine per calcolare un valore approssimativo di
v/30 valutando anche l’errore fatto.

SOLUZIONE. Il numero quadrato piit vicino a # = 30 & 25 = 5% e quindi scegliamo
come centro xo = 25 (le derivate di &z contengono ancora ¢z, pertanto questa scelta
semplifichera i calcoli). Per la Formula di Taylor con il resto di Lagrange esiste poi un
¢ € [xg, x] = [25, 30] tale che

f(z) =z = f(25) + f'(25) - (v — 25) + f”;!%) (x—25)% + f";jC) - (z — 25)3,
Ty (x) Ro(x)
dove
flz) = a? = (25) =5,
1 1 1
f/(x)zi'xf5 = f/(25):ﬁ:107
1" 1 -3 1" (25) _ 1 _ 1
fla)y==—7- = 2~ 4.5%-2 1000
1" 3 -3 f/”(C) 3 _5 1 _5
fle)=g = - AL TR

!
3qui il simbolo < 1072 significa che “deve essere <”.
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e quindi sostituendo x = 30 risulta

5
1 1 -3
V30 =5+ —-5 52450 .5

10 ° 1000 16
5
219 2,
- 40 * 6 °
~~
=valore approssimativo  =errore R2(30) compiuto

con ¢ € [25,30]. Per stimare I’errore osserviamo che la funzione ¢3 & decrescente in ¢ e
quindi segue
5
2 s 1
16 400°
Riassumendo, lo sviluppo di secondo ordine da come approssimazione di /30 il valore

219 . 1
5o che lascia un errore < ;55 = 0,0025. O

Ry(30) <

. 1
EsErcizio. Calcolare y/e con un’errore < WIOO' (Suggerimento:/e = e2.)

OSSERVAZIONE. In entrambi gli esempi la funzione f ammetteva derivate di qualsiasi
ordine. Ci si puo chiedere che cosa succede con l'approssimazione T, (x) di f(x) se
n — +o0o. Per studiare questo problema definiamo dapprima per un intervallo I C R

C>(I) = () C™(I).
neN
Quindi f € C>°(I) significa che f : I — R ammette derivate f( di qualsiasi ordine
n € N.

Serie di Taylor
Se per f € C*®(a,b) esiste M > 0 tale che
’f(k)(a:)‘ < M* per ogni z € (a,b) ed ogni k € N
allora possiamo stimare il resto R, (x) = f(z) — T,,(z) come

Mn+1
. |.’E — l‘0|n+1 <

_m-|x—xo|n+1—>0 per n — 400.

f(n+1) c
ol = | Gy

=rp

Per verificare che lim 7, = 0 si usa un trucco: Calcoliamo

n—-+0o0o
a1l _ M2 '|$_x0|n+2'(n+1)!:M-|x—330|_)O::q<1.
T (n+2)! |z —xzo|tt M+l n+2

Cio implica che per il criterio del rapporto la serie Z:i% ry, converge e quindi il criterio
necessario per la convergenza di una serie implica r, = R, (z) — 0 per n — +oo0.
Di conseguenza

0
lim (T, ?;z_\ lim T i b
f(z) = nﬁl\rfoo( n(x) + n(x)) = lim () per ogni z € (a,b).

Quindi abbiamo dimostrato il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 6.20. Sia f € C®(a,b) e xz¢ € (a,b). Se esiste M >0 tale che f®)(z) <
MP* per ogni x € (a,b) ed ogni k € N, allora

") (g I k) (4
f(z) = lim ka(!o).(x_m)kzzw,(x_mo)k
k=0

n—-+0oo k!
k=0

=Tn(x) Polinomio di Taylor =: Serie di Taylor
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Quindi, se f & C*® e le derivate f*) non crescono troppo rapidamente con l'ordine ,
f(z) si puo rappresentare come Serie di Taylor

100 4(k)
flz) = Z fk(!ﬁfo) (x —20)* per ogni z € (a,b)

ESEMPL. e sin € C®(R) con |sin®(z)] < 1 =1 M = M" per ogni z € R ed ogni
k € N e quindi dallo sviluppo a pagina 78 segue (con xy = 0)

oo N p2k+1
Sin([L‘) = Z(—l) . m per Ogni x e R
k=0

Similmente seguono i seguenti sviluppi di altre funzioni elementari

I 2k
e |cos(z) = Z(_l)k . (gk)' per ogni x € R
k=0 '

+oo
x2k+1

m per Ogni x e R

k=0

+oo
.%'2k

e |cosh(z) = Z 20!

k=0

per ogni x € R

—+o0 k
o In(l+2z)= Z(—l)k'|r1 : % per ogni z € (—1,1)
k=1

+00
o (1—1—3:)“22(2‘) 2% perognia €Rex e (—1,1)
k=0

Concludiamo questo capitolo sul calcolo differenziale con lo

Studio di Funzione

PROBLEMA. Data una funzione f : X C R — R, tracciare un grafico approssimativo di

f.

Per risolvere questo problema conviene procedere cercando di seguire lo schema seguente
piu possibile. Si tenga presente che spesso non & possibile eseguire tutti i punti sottoe-
lencati. In questi casi le informazioni mancanti (p.e. esistenza di zeri, estremi locali ecc.)
si possono eventualmente dedurre alla fine dello studio come conseguenza delle altre
informazioni.

(i) Determinazione del dominio X : Sono da individuare tutti i punti z € R per i quali

Iespressione f(z) sia ben definita. Per esempio

e argomenti sotto radici di ordine pari devono essere > 0,

e argomenti di logaritmi devono essere > 0,

e la base di un’esponenziale deve essere > 0,

e denominatori devono essere # 0, ecc.
In generale, per calcolare il dominio X di una funzione si deve risolvere un sistema
di disequazioni.
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sin(z?)

v 2—In(z2-2)

mentre per il denominatore si deve verificare

ESEMPIO. Sia f(x) := . Allora il numeratore ¢ definito per ogni z € R

2-2>0 e 2-In(z?-2)>0 — 2>2 e 2>In(2?—2)
= | > V2 e &2 >a% -2
= |2[>V2 e |z|<Ve2+2
=  ze(-Ve+2,-vV2)U(V2 Ve +2).

(ii) Simmetrie (pari, dispari) e periodicita: cfr. pagine 39 e 40.

(iii) Intersezioni con gli assi: Con 'asse-z: risolvere 'equazione f(z) = 0. Con l'asse y:
se 0 € X calcolare f(0).

(iv) Segno della funzione: Risolvere I'equazione f(x) >0 (o f(x) < 0).

(v) Calcolo dei limiti (da destra/sinistra) alla frontiera di X : Si calcolano i limiti (da
destra/sinistra) di f(z) negli estremi finiti, se esistono, del dominio X e si deducono
gli eventuali asintoti verticali, cfr. pagina 46. Se X & illimitato, si calcolano inoltre
i limiti lim, 4o f(z) =: [, determinando se vi sono asintoti orizzontali y = 1 (se
[ € R), cfr. pagina 46. Se invece | = +o00 si procede con la

(vi) Individuazione degli asintoti obliqui: Se esistono m # 0 e ¢ € R tale che

lim (f(z)—[m-2+4q])=0 e/o xgrzloo(f(x)—[m'x+q]):0

T—>+00

allora si dice che la retta y = mz + ¢ & asintoto obliquo per f a +00 e/o —oc.
Graficamente cio significa che la distanza tra il grafico di f e la retta y = ma + ¢
tende a 0 per x — +00. Per verificare I'esistenza di un asintoto obliquo si procede
come segue: Si verifica prima se esiste finito il limite

f(z)

lim —— =:m #0 = pendenza dell’asintoto.
r—Foo I

Nel caso affermativo si verifica se esiste finito il limite

lim (f(x) — ma:) =:q = ordinata all’origine dell’asintoto.
T—300

Se entrambi i limiti esistono in R con m # 0, allora y = mx + ¢ € asintoto obliquo
di f per x — +oo.

ESEMPIO. Sia f(z) := In(e**2 + 5). Allora
lim f(x)=In(5), mentre lim f(x)=+o0

T—r—00 r—r—+00

Quindi y = In(5) & un asintoto orizzontale di f per  — —oo. Inoltre, puo’ esistere
un asintoto obliquo per x — +o0. Per cio studiamo

3,e3x+2
. f(:U) . In (63x+2 + 5) o .. e3et235 H .. 9. e3+2
m= lim —~—= lim —2% = lim —— = lim ——= =3
T—too T T—+00 x T—+00 1 z—+o0 3 - 372

e inoltre (usando la continuita del logaritmo)

g= lim (f(z)—mz)= lim (ln(e?’y”+2 +5) — 3:1:) = lim <ln(e3"”+2 +5) — ln(e?’x))

T—r+00 T——+00 T—r+00
) 633:-‘,—2 45 ) 63:c+2 +5\ H ) 3. 63x+2
= lim Inl————)=In{ lm ——— ) =In( lim ———
T—+00 e3 T—+00 e3z zo+o0 3. e3%
3-e37. 2

= ln( lim 7> = 1n(e2) = 2.

z+oo 3.3
Pertanto la retta di equazione

y=3r+2

¢ asintoto obliquo per x — 400 della funzione data, cfr. il grafico.
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14
In(e**245)
12
10
8]
6]
2]
_442? ...... y—]n(5)
4 2 0 2 4 z

24
y=3x+2

F1GUurA 40. Asintoto obliquo.

(vii) Studio della derivata prima (crescenza/decrescenza, punti critici ed estremi locali):
Si calcola la derivata prima f’(z) e il corrispondente dominio. Risolvendo 'equa-
zione f’(x) = 0 si calcolano i punti critici g di f. Eventualmente, studiando il
cambiamento del segno di f’(z) in & = z( si puo classificare la natura del punto
critico (minimo o massimo locale, cfr. pagina 69). Infine si studia il segno di f’(x)
per ottenere informazioni sulla monotonia di f.

(viii) Studio della derivata seconda (estremi locali, concavita/convessita, punti di flesso):
Si calcola (se non si ottiene un espressione troppo complessa) la derivata seconda.
Se i punti critici non sono gia stati classificati nel punto (vii) si calcolano i valori
di f” nei punti critici per poi applicare il criterio per estremi locali, cfr. pagina 79.

DEFINIZIONE. Sia f: X C R — R derivabile in (a,b) C X. Se f'(z) in (a,b) &
e crescente, allora si dice che f & convessa (oppure concava verso l’alto) in (a, b),
e decrescente, allora si dice che f ¢ concava (oppure concava verso il basso) in

(a,b).

f convessa f concava

FI1GURA 41. Funzioni convesse e concave.

Dal test di monotonia (cfr. pagina 68) segue che se f € C%(a,b), allora

f & convessa in (a,b) <= f’ & crescente in (a,b) f"(x) > 0 per ogni = € (a,b),
fa

)
f & concava in (a,b) <= f’ & decrescente in (a,b) ) < 0 per ogni x € (a,b).
(

Diremo che f : (a,b) — R ammette retta tangente in xo € (a,b) se il rapporto
incrementale di f in zp ammette limite (finito o infinito), cioe se esiste

i 1@ = f0)

T—TQ Tr — X

€R.

DEFINIZIONE. Un punto (xg, f(x0)) si chiama (punto di) flesso di f : (a,b) — R
in zg € (a,b), se f & continua in (a,b), derivabile in (a,b) \ {zo} e se
e [ ammette retta tangente in xg, e
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e la concavita di f & opposta dalle due parti di .

Si nota che per f € C?(a,b) in un punto di flesso zg € (a,b) vale necessariamente
1" (x0) = 0 per il teorema degli zeri.

ESEMPI. o Sia f(z) = 23. Allora f'(x) = 322 e f”(z) = 62. Visto che f”(z) < 0 per
x<0e f’(x) >0 per z >0, origine & un punto di flesso di f.
e Sia f(z) = V. Allora f ammette una retta tangente verticale in zg = 0. Inoltre
2
@) = <x%> = b o fl(a) = —F - g = 25 ! per & # 0. Quindi f"(z) > 0
per z < 0e f"(x ) < 0 per x > 0 e allora 'origine & un punto di flesso di f.
e Sia f(x) = |z| + 2. Allora il rapporto incrementale di f in 29 = 0 & dato da

IO FO) _ gy WLERT gy (P p2) g
h

lim
h—0+ h h—0+ h h—0+

Quindi f non ammette tangente in o = 0 e quindi (0,0) non € un punto di flesso
di f, nonostante che f cambia concavita in quel punto.

z3 Jr ||+
x /
flesso flesso
non flesso

FI1GURA 42. Punti di flesso e no.

Seguendo questo schema ¢ utile tracciare il grafico gradualmente, inserendo le informa-
zioni via via raccolte anziché raccogliere tutto e poi fare il grafico: i processi graduali
aiutano a controllare la coerenza del procedimento e a capire quali informazioni e ancora
utile raccogliere.

Consideriamo ora un esempio completo.

71 . .
EsEmMPIO. Studiare la funzione f(x) = e*=3 - |z 4 3| e tracciarne un grafico approssima-
tivo.

SOLUZIONE: (i) Dominio: f(x) ¢ definito per ogni x # 3 e quindi X = (—o0,3) U
(3, +00).
(ii) Simmetrie: il grafico di f non rappresenta simmetrie.
(iii) Intersezz’one con gli assi: Visto che la funzione esponenziale € sempre > 0, f(x) =
\:n—|-3| =0 < 2+3=0 < 2z = —3. Inoltre vale 0 € X e f(0)
=33 =
(iv) Segno di f( ) Visto che il modulo ¢ sempre > 0, f(z) > 0 per ogni = € X.

0

S\
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(v) Limiti alla frontiera del dominio: 1 punti di frontiera di X sono: —oo, 3, +00.
Studiamo percio i limiti (da destra/sinistra dove indicato) in quei punti:

—0

—~
1 ——+00

) ) —— 0
lim f(z)= lim eZ—3 .|z +3|=¢": (+00) = +o0,

z—+o0o r—=+o00
S
o=
—~
1 —6
. . /_/H
lim f(x)= lime =3 .|z+3/=¢"-6=0,
T3~ T3~
=t
—
1 —6
i = i r—3 . —et>® .6 =
lim f(x)= lim e lz+3|=e 6 = +oo0.
z—3+ z—3t

Quindi la retta x = 3 rappresenta un asintoto verticale per x — 3*. Visto che

lim f(xz) = 400, possono esistere
r—+oo

(vi) Asintoti obliqui per x — to00: Allora calcoliamo

—1
1
=3 . 3 3
me = lim @: lim e—]:c+\: lim M:il,
r—too T Tr—£o00 x r—>£o00 x
e
I lim (e¥3 3
p— _ — x—3 .
qs : m_l)rinoo(f(:c)l m4x) x—1>r:?oo(e |z + 1\ F ) _)elo,3:3
lim (e#3-(z+3)—z)= lim ((eﬁ —1)-z+ev3-3 ) nel caso “+7,
. T—+00 T—+00 s L
%llf_noo(eacf3 (—xz—-3)+ x) = xll)r_n()()((l — ewa) “x— ew;?) '3> nel caso “—".
—eV.3=3

Quindi studiamo prima

=3 — 1 t—1
lim ((6;3 — 1) x) = lim ¢ i - lim ¢ - lim T 1-1=1,
T—F00 r—F00 o r—3 t—0 t z—too r — 3

ove abbiamo usato che t := w—ig — 0 per x — +o00. Cosi risulta
g+ =1+14+3=+4

equindi y =x+4 e y = —x — 4 sono asintoti obliqui per  — 400 e x — —o0,
rispettivamente.

(vii) Studio di f'(x): Visto che |z + 3| & derivabile per ogni z # —3, la funzione &
derivabile per ogni x € X con x # —3. Inoltre per il rapporto incrementale nel

punto zg = —3 vale
1
) — f(=3) . e 3 |z+3—-0 . 1 |z + 3]
"(=3) = 1 M = 1 1 =3 .
fi( 3) x—iI—%i T — (—3) x—gI—%i x+3 x—>£%i ¢ x+3

= e 5 (£1) = +e 5.
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Quindi f’(—3) # f,(—3) e di conseguenza f non & derivabile in zg = —3.
Calcoliamo ora f’(x) per x # £3: per x > —3, x # 3 vale

f’(x):(69613-[w+3\),=(ewi3-(a:+3)),:ewi3-($_13)2~(x+3)+exi?>-1

L (x —3)% — (z+3) 1 2?2 —Tr+6

= er— . =

(« —3)? T @3

Similmente segue per x < —3
/ 1 / 1 /

f (1‘) = (ez73 . ’:L' _{_3‘) = (6173 . (_$ — 3)) = —ez—3
e quindi

25 . 22=T2+6
b ez—3 . x(z_g)*g se x> —3, x # 3,
fx) = Lo 22 7246

_—_pz—3 .
er (@-3)?

se r < —3.

Calcoliamo ora i punti critici di f: Visto che la funzione esponenziale non ammette
zeri, segue che

TEVT?—-4-6 T+5
2 2

fllx)=0 <= 2°-T2+6=0 <<= az=x19=
— z=x1=6o0pp.z=a2=1.

Studiamo ora la monotonia di f attraverso il segno di f’(z): Visto che

1

(;i_;)?>0 Va#3 e
x2—7x+6=($_6)'($_1)
segue che
f%.(xf6).(xf1)<0 per x < —3,
o) G0 @0 e —<a<l,
Goap (@-6)-(@-1)<0 prl<w<b a3,
\ %-(m—G)-(az—l)>O per 6 < x.

Di conseguenza

f & strettamente crescente in (—3,1) U (6, 4+00),
f & strettamente decrescente in (—oo, —3) U (1,6) \ {3}.

(viii) Studio di f"(z): f' & derivabile per x # +3. Inoltre per z > —3, = # 3 vale

" a1 22— Tr 46\’

f<m>=(eH.W)
b Tl @ T g o) e T) =2 —8) (o~ Tr £6)
- (x - 3)2 (JJ - 3)2 ((JU _ 3)2)2
:(;i;)zl'(<x_3)2'(2$_7)_Q(m_3)'(1‘2—7$+6)—($2—7x+6))

= ——— (132 — 33).
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Similmente per x < —3 si ottiene

J'(@) = (—e7s - w)f -, e

Quindi risulta

BeEa (132 — 33).

1
er—3 . .
f//(x) _ @ . (1333 33) se r > 37 T # 3,

— o (132 - 33) sex < -3,

Classifichiamo i due punti critici 1 = 6 e o = 1 trovati nel punto precedente:
Visto che % > 0 per ogni x € X segue che
segno(f”(6)) = segno(13-6—33) >0 = 1 =6 ¢ un punto di minimo locale,
segno(f”(1)) =segno(13-1-33) <0 = =z =1 ¢ un punto di massimo locale

con f(6) =9- €3 =9- Je, f(1) = 4- e72 = “L. Per trovare eventuali flessi

e

o Ve
risolviamo
1 33
fl@)=0 =  182-33=0 <  w=z=r.
Inoltre per x # £3 vale
33
() >0 = x> 3 ciod f & convessa in (23,3) e (3, +00)
33
f(x) <0 = x < EL ciot f & concava in (—o0,—3) e (=3, %)

e quindi risulta che zg = % e un punto di flesso.

Da tutte le informazioni ottenute risulta che f ha il seguente grafico.

1 A
f(z)=e""|z+3]

\

FIGURA 43. Studio di f(z) = 3 . |z + 3.



CAPITOLO 7

Calcolo Integrale per Funzioni di una Variabile

Integrale: Definizione e prime Proprieta

PROBLEMA. Data una funzione f : [a,b] — R limitata, calcolare 'area A tra il grafico
di f e l'asse x.

f(@)

FI1GURA 44. L’area A.

L’idea per risolvere questo problema ¢ di approssimare ’area A da sotto e da sopra, cioe
per eccesso e per difetto.
Se poniamo m := inf f e M := sup f, allora sicuramente

m-(b—a) <A< M- (b—a),

che pero da una approssimazione troppo scarsa. Per migliorarla dividiamo l'intervallo
[a, b] in tanti sottointervalli e procediamo in ogni sottointervallo come prima.
Per precisare questa idea ci serve una

DEFINIZIONE 7.1. e Un insieme P = {xzg, 21,2, ..., Ty} si chiama partizione di [a,b]
se
a=zg<xr1<T2<...<xp =0
e Se f : [a,b] — R & limitata e P & una partizione di [a,d], allora definiamo per
i=1,2,3,....n
m; = inf{f(z) : @ € [zi-1, 23] },
M; = sup{f(x) cx € [wi_l,xi]},
Ax; = x; — x;—1(= lunghezza dell'intervallo [z;, x;—1])

n
s(f,P) = ZmZ - Ax; =1 somma inferiore
i=1

n
S(f,P):= ZMZ - Az =: somma superiore
i=1

Quindi per ogni partizione P di [a, b] vale
s(f,P) < A< S(f,P),
cioe le somme inferiori sono sempre approssimazioni di A per difetto mentre le somme
superiori danno sempre approssimazioni per eccesso. Percio
e piu grande ¢ s(P, ) meglio e,
e piu piccolo & S(P, f) meglio &.

96
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@) 1 1@
s(f.P) S(£,P)
m m
x T
a=1xy T1 X2 T3 T4 5 =0 a=xy 1 X2 T3 T4 5 =0

F1aurA 45. Somma inferiore s(P, f) e somma superiore S(P, f).

Se non c’¢ differenza tra “la migliore” approssimazione da sotto (cioe quella pin grande
per difetto) e quella “migliore” da sopra (cioe quella piti piccola per eccesso), allora il
problema ¢ (teoricamente) risolto e f si dice integrabile.
Per precisare questo procedimento facciamo la seguente

DEFINIZIONE 7.2. Sia f : [a,b] — R limitata. Se
sup{s(P, f) : P partizione di [a,b]} = inf{S(P, f) : P partizione di [a,b]} =: I,

allora f si dice integrabile (secondo Riemann'). In questo caso A =1 e

/abf(:r)dm 1

si dice integrale di f (= funzione integranda) in [a,b] (= dominio dell’integrazione).

OSSERVAZIONI. e Come variabile di integrazione non & necessario scegliere x si puo

anche scrivere
b b b
/ f(JU)dCC:/ f(s)ds:/ fit)ydt=...

e f & integrabile <= per ogni € > 0 esiste una partizione P = P tale che

S(Pavf)_S(Paaf) <E.

f(x)

T

a=x0 T1 T2 xs3 T4 xr5=b

F1GURA 46. Criterio per 'integrabilita.

e L’area sotto l'asse x & negativa, per esempio se f : [0,1] = R, f(x) := —1 per ogni
x € [0,1] allora fol f(z)dr = —1.
e In un certo senso

/b f(z)dr = lim if(avz)A:cz
@ i=1

AIZ'HO

che spiega 'uso della notazione fab f(x)dx (inventata da Leibniz pitu di 300 anni
fa) per I'integrale.

Consideriamo alcuni

1¢i sono altri modi per affrontare questo problema che portano a definizioni diverse, per esempio quella
di Lebesgue.
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ESEMPI. e Se f ¢ costante, cioé f(x) = ¢ per ogni x € [a,b] allora s(P, f) = S(P, f) =
¢ (b—a) per P = {a,b} e quindi f & integrabile con fab f(z)dx =c-(b—a).
e La funzione di Dirichlet (cfr. pagina 51)

_J1 sex€la,bNQ
f(@):= {0 se x € [a,b]\ Q

non ¢ integrabile. Infatti visto che per ogni partizione P ogni intervallo [z;_1, z;]
contiene sia punti razionali (in cui f ammette il valore 1) si punti irrazionali (in
cui f ammette il valore 0) segue m; = 0 e M; = 1 per ogni i = 1,2,...,n. Cosi
risulta per ogni partizione

S(P,f):(]?éb—a:S(P,f)
che implica che f non e integrabile.
Continuiamo studiando alcune

Proprieta dell’Integrale. Siano f, g : [a,b] — R integrabili. Allora

e «- f+ (- g e integrabile per ogni o, 5 € R (cioé I'insieme delle funzioni integrabili
con dominio [a, b] & uno spazio vettoriale)

/ab( @)+ B g(x)) de = a- /f dx+6/

(cioe l'integrale e un’operazione lineare);

e Se f(x) < g(x) per ogni x € [a,b] allora
/ f(z)dzx </ g(z)dz
(cioe l'integrale ¢ monotona);
e anche |f| & integrabile e
/ f(z) ds / f(2)) do
(disuguaglianza tmangolare
e per ogni a, 3,7 € [a,b] si ha
/ f(x dm—i—/ flx dx—/ f(z)dx
(additivita dell’integrale rispetto agli estremi di integrazione)

f(=)

a « B ) v

FicUura 47. Additivita rispetto agli estremi di integrazione.

ove definiamo

/:f(:v)d:v::O e /Oéﬁf(x)dx::—//:f(x)d:r se a > L.

(per esempio flo f(x)dx := — fol f(x)dx)
Se la funzione integranda e il dominio di integrazione hanno qualche simmetria, allora
Iintegrale si semplifica nella seguente maniera.
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PROPOSIZIONE 7.3. Sia f := [—a,a] — R integrabile. Allora

. f(z)dx =0, se f é dispari,
. f(l‘)dl‘:Q'/ f(x)dx, se f é pari,
—a 0

f(z) dispari f(z) pari

=01 .

Ficura 48. Integrazione di funzioni simmetrici.

A questo punto si pongono due
PROBLEMI. (i) Quali funzioni sono integrabili?
(ii) Se f e integrabile, come si puo calcolare f; flx)dx?
Per 1 nostri scopi il seguente risultato da una risposta sufficiente al primo problema.

TEOREMA 7.4. Se f : [a,b] — R é limitata e

e ha un numero finito di discontinuita, oppure
e ¢ monotona

allora f ¢é integrabile. In particolare ogni f € Cla,b] é integrabile.

Qui l'ultima affermazione segue dal primo punto visto che una funzione continua su [a, ]
ha zero punti di discontinuita ed ¢ limitata per Weierstraf.

EseEMPI. Le funzioni f: [0,1] - R e g:[0,3] — R definite come

1\n+1 1\n 1\n+1 e ® se r € [07 1),
fla) = {1_(2) erell-@N-W) e s wre
1 sew =1 sin(2zx) se x € [2,3],

sono integrabili in quanto f (nonostante abbia un numero infinito di punti di di-

IC) A 9@

T

0 05 1 15 2 25 3

/
/
057 /
/
/
/ \\
xT _

0 02 04 06 08 1 -

FiGurA 49. Esempi di funzioni integrabili non continue.

scontinuitd) & crescente e g ha soltanto 2 punti di discontinuita (xg = 1 e x1 =
2).
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Il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale

Passiamo ora al secondo problema, cioé cerchiamo modi per calcolare A = ff f(x)dx
visto che soltanto in casi particolarmente semplici € possibile di determinare A usando
la definizione.

Percio ci serve prima il seguente

TEOREMA 7.5 (Teorema della Media). Se f € Cla,b], allora esiste ¢ € [a,b] tale che

>

a C b

FiGgurA 50. Teorema della media.

DIMOSTRAZIONE. Per Weierstraf} esistono
m = min f, M = max f.

Inoltre vale (cfr. pagina 96)

b
m-(b—a)g/ f@)de<M-(b—a) =

1
b—a

min f =m <

b
/ f(x)de < M =maxf.

= wvalor medio di f in [a,b]

Quindi per il teorema dei valori intermedi (cfr. pagina 52) esiste ¢ € [a, b] tale che

b
/ f(z)dz = £(c) - (b — a). =

Da questo risultato segue un importante teorema:

TEOREMA 7.6 (Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale). Sia f € Cla,b] allora la
funzione

F:la,b] > R, F(z):= / f(s)ds = funzione integrale di f

e derivabile con

F'(z) = f(x) per ogni z € [a,b].

DIMOSTRAZIONE. Per verificare la derivabilita di /' dobbiamo studiare il suo rapporto
incrementale per h — 0. Allora usando prima ['additivita dell’integrale rispetto agli
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t f(s)

a T b

FiGurA 51. La funzione integrale.

estremi di integrazione e poi il teorema della media segue

F(x+h)—F(x) [T f(s)ds— [ f(s)ds

h h
:ffrhf(s)ds

h

_h-fle)
DT _ g

per un ¢ = ¢, j, tra x e x+h. Quindi h — 0 implica ¢, ;, — x e la continuita di f implica

F(z+h)— F(x)

= flegn) = f(x) per h — 0,

h
cio¢ F & derivabile con F'(x) = f(x). O
(OSSERVAZIONI. e Se G ¢ una funzione derivabile tale che G’ = f, allora G si dice

primitiva di f. L’insieme
/f(x) dx =: {G : G e una primitiva di f}

si chiama integrale indefinito di f.
e Per distinguere un integrale indefinito [ f(x)dz (che rappresenta un’insieme di

funzioni) da un integrale ff f(x)dx (che & un numero reale), quest’ultimo viene
anche chiamato integrale definito.
e Se F' e G sono due primitive di f € C|a, b] allora

(F-G) =F -G =f—f=0

e per la caratterizzazione delle funzioni costanti (cfr. pagina 70) esiste ¢ € R tale
che

F(z) = G(z)+c¢ perognizé€ [a,b].

Per questo motivo se F' & una primitiva qualsiasi di f si scrive spesso

/f(x)dx:F(x)+c

dove ¢ € R indica una costante arbitraria di integrazione.
Siamo ora in grado di dare una soluzione al secondo problema.

COROLLARIO 7.7. Se f € Cla,b] e G ¢ una primitiva di f (cioé G' = f), allora

b
/ f(@)dz = Gb) — G(a) = [G(@)]" = G(2)[".
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DIMOSTRAZIONE. Sia F' la funzione integrale di f. Allora per il Teorema fondamentale
F & una primitiva di f e quindi per 'osservazione precedente esiste ¢ € R tale che
F(z) = G(z) + ¢ per ogni x € [a,b]. Quindi

/bf<x)dx:/bf
. k

=F(b) =0=F(a)
——t— —

() d:x—/af(:c) dz
b) — F(a) = (G(b) + ¢) — (G(a) + ¢
=G(b) — G(a).

Quindi vale la seguente

OSSERVAZIONE.

Per calcolare fab f(x)dx “basta” trovare una primitiva di f.

Abbiamo scritto “basta” tra virgolette poiché come vedremo trovare una primitiva di
una funzione f (si dice anche integrare f) generalmente non ¢ un compito semplice.
Tuttavia possiamo ora calcolare i primi integrali non banali.

EsEwmPI. e Visto che (3”3—3)/ = 22 segue

e Sia G(x) :=

Quindi

2 32
2 x L o933 7
dr=—| =--(2°=-1°) = —.
/1:1; RN A ( ) =3
4 y=x2

]
Zﬁ#ﬂ .

o 1

FI1GURA 52. Area sotto il grafico.

In |z| per z # 0. Allora G & derivabile e

/ B (111(30))/ — % se x > 0,
G'(z) = {(ln(—w))/ _ _Lx (=1) = % se xz < 0.

1
/dx:1n|x|—|—c
x

OSSERVAZIONE. Questo fatto ci permette di dare una nuova rappresentazione per
il logaritmo: Per x > 0 vale

e Visto che per ogni r # —1 vale (

[ s =1l = ) - 1) = n(a).

zr LN/ roe s 5 .
P ) = 2" insieme con 1 esempio precedente segue

Injz|+c¢ ser=-1

/xrdx— 2T
7‘+1+C ser # —1
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1
s

1 T

Ficura 53. Il logaritmo.

La funzione G(z) := arctan(z), z € R & derivabile con arctan’(x) = ﬁ e quindi

1
/ T2 dx = arctan(z) + ¢

° /exda::e’”—}—c

o /sin(;r) dx = —cos(z) + ¢ /cos(a:) dx = sin(z) + ¢

o /sinh(:c) dx = cosh(z) + ¢ /cosh(ac) dx = sinh(z) + ¢

In questi esempi era semplice di indovinare la primitiva di una funzione integranda data
(per esempio per z” con r # —1) oppure siamo partiti con una funzione derivabile G
che poi per definizione diventa la primitiva della sua derivata f = G’. Nelle applicazioni
invece ¢ in generale data una funzione integranda f per la quale non ¢ immediato
indovinare una primitiva.

Quindi ci poniamo il seguente

PROBLEMA. Come si puo trovare una primitiva di una funzione piu complicata?

Per esempio, il logaritmo In € continuo e quindi integrabile ma come si puo calcolare

/ln(z) dx =7

Per risolvere questo problema studiamo ora

Metodi di Integrazione

L’idea per risolvere il problema di trovare una primitiva di una funzione e che, gra-
zie al Teorema fondamentale del calcolo integrale, la derivazione e l'integrazione sono
operazioni inverse, cioe: Se h & derivabile con continuita (brevemente si dice h € C!),
allora

(%) /h’(az) dx = h(z) +c.
Cosi una regola di derivazione implica una regola associata di integrazione.

Integrazione per Parti. Sappiamo che se f, g sono C! allora anche h := f-g & C' con

W(z) = (@) - g(a) + f(z) - ¢ (x).
Quindi da (x) segue
/ f(z) - g(e) dr -+ / f(z)-g/(x) dz = / (F'(2) - 9() + f(z) - ' (2) dx = f() - glx) +e

~~ ~—

Cosl risultano le formule
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e Integrazione per Parti (versione indefinita)

/f@»ammzf@wmw—/fwwymwx

e Integrazione per Parti (versione definita)

b b
/fmgwmzm»mm—/ﬂmymw

Quindi il metodo di integrazione per parti corrisponde alla regola di derivazione di un
prodotto.
Vediamo ora come si applica questa regola

EsEMmPI. e Utilizziamo integrazione per parti per calcolare

/ " - In(z) do

per r # —1. A questo punto dobbiamo decidere quale dei fattori ¢ f/(z) e quale
g(x). Ma visto che con la scelta f’(x) = In(z) non si pud continuare non conoscendo
la primitiva del logaritmo, I'unica possibilita ¢ " = f'(x) e In(z) = g(z) e quindi

r+1

(siccome 7 # —1) f(x) = Tog e g'(v) = 1. Cosi risulta
2 T
" In(z) de = n(z) — 2d
/:v n(z)dr 1 n(z) /r+1 _de
r+1 1
S In(x) — ‘/:Urdx
r+1 r+1
2 1 gt
= 01 —_— .
r+1 n(z) r+1 r—|—1+c
$T+1 1 rtl
=y MO T
errl 1
= (1 — .
r+l (1n(a) 1)t

In questo esempio il metodo integrazione per parti funziona poiché il logaritmo
g(z) = In(z) & una funzione “complicata” con derivata ¢/(z) = 1 “semplice”.
uindi passando la derivata da f(z) a g(x) I'integrale si semplifica. Inoltre possiamo
p g g p p
dire che per r = 0 otteniamo g(x) = 2% = 1 per ogni = e quindi abbiamo anche
calcolato

/ln(aj) de =z (In(z) — 1) +c.

Se si vuole calcolare questo integrale direttamente (cioe senza il fattore x") si deve
procedere con un piccolo trucco:

=1

1

/ln(:v) d:U:/ 1 -In(z) de=_=x 'ln(:v)—/ x - — dx
~~ N~ ~~ =
@) g2 @) g(a) (z) gv/(gc)

=z-In(z) —x+ec
Anche l'integrale
/ez - cos(z) dz

si puo calcolare usando integrazione per parti. Percid scegliamo f/(z) = e® e g(z) =
cos(x) (ma funzionerebbe anche viceversa). Allora f(z) = €* e ¢'(z) = —sin(z) e
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quindi
x _ x x .
e’ -cos(x) dr = _e ~cos(:1:)—/ ¢’ - (—sin(z)) dz.
P (@) F@) () @ g
Sembra che non ¢ cambiato molto, invece il trucco ¢ di integrare un’altra volta per
parti, dove usiamo u, v invece di f, g per non confonderci
/e cos(xz)dx = €* - cos(z) + [ e -sin(x) dx
v@) ()
— % . cos T g — x dr.
e’ - cos(x) + e* -sin(x) / e’ -cos(z) drx

u(x) v(z) u(x) v/ (z)

Cosi siamo tornati all’integrale iniziale e a prima vista il procedimento risulta essere
inutile. Invece abbiamo trovato un’equazione del tipo

I=FE+a-1
per l'integrale I in questione con un’espressione F nota e, molto importante,
a=-—1#1.

Nel caso a = 1 'integrale si semplifica e quindi tutto era infatti inutile. Per o # 1

invece ’equazione si risolve facilmente come [ = % cioe (visto che qui 1 —a = 2)

e” (sin(z) + cos(z)) e

/e -cos(z)dx = 5

/COSQ(JJ) dx.

Consideriamo

Allora, con f'(x) = g(z) = cos(z) otteniamo f(x) = sin(x) e ¢'(x) = —sin(z) e
quindi
/cos(ac) -cos(x) dx = sin(x) - cos(z) — /sin(m) - (—sin(z)) dx
—— —— —— —— —_— — —
@) o) f@) 9@ (=) g'(x)

Ora si potrebbe avere la stessa idea come nell’integrale precedente di integrare
un’altra volta per parti. Cio invece non funziona e porta soltanto all’annullamento
di tutto. Invece si usa la relazione sin?(x) + cos?(z) = 1 che implica

/ cos?(z) dz = sin(x) - cos(x) + / sin’(a) do

1—cos?(x

)
= sin(z) - cos(x) + / ldr — | cos*(z)dx
= sin(z) - cos(x) + x — /0052(:U) dx

che, come prima, € un’equazione per l'integrale in questione che ¢ facilmente da
risolvere con la soluzione

_sin(z) - cos(x) +

/COSQ(x) dzx = 5 +c.
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Integrazione per Sostituzione. Abbiamo visto come il metodo integrazione per parti
segue dalla regola per la derivazione di un prodotto. Ora invece partiamo con la regola
della catena (per derivare le funzioni composte) e cerchiamo la regola corrispondente
per l'integrazione.

Sia f € Cla,b] con una primitiva F. Sia, inoltre ¢ : [«a, 5] — [a,b] derivabile con
continuita e ¢’ # 0. Allora la funzione composta?

h:la,B] = R, h(t) = F(p(t))
& derivabile con
W (t) = F'(p(t) - '(t) = fe(t) - ¢'(1).
Sostituendo queste espressioni nell’equazione () a pagina 103 risulta la formula chiamata

o Integrazione per Sostituzione (versione indefinita)

/f(w(t)) ¢ (t)dt = F(p(t)) +c.

dove F' ¢ una primitiva di f, cioe F' = f.
Sostituendo nella versione indefinita gli estremi ¢t = 8 e ¢t = « segue dal corollario sul
Teorema Fondamentale a pagina 101

(1)) ="

I

.

&
U
8

Quindi abbiamo dimostrato la formula

o Integrazione per Sostituzione (versione definita)

B »(B)
/fw@y¢ww=/ f(z) da

w(a)

Prima di considerare esempi concreti deduciamo due regole generali di integrazione:

EsewmPI. e Se nella versione indefinita della formula integrazione per sostituzione

scegliamo ) = = con la rlmltlva ) = In|x| e er una runzione con
gliamo f(z) = 1 la primitiva F(z) = In|z| e per ¢ funzione C!

©(t) # 0 per ogni t allora segue

/(p(t) dt = In|op(t)| +

Un esempio concreto di questo tipo e
in(t
/tan(t) dt = / sin(t)
cos(t)
©'(t)
—
_ / —sin(t) gt
cos(t)
——

o(t)
= —In|cos(t)| + c.

Zper non confonderci usiamo come variabili ¢ € [a, 8] e z € [a, b].
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e Se nella versione indefinita della formula integrazione per sostituzione scegliamo
f(x) = z con la primitiva F(z) = %2 e per ¢ una funzione C! allora segue

£)2
[ot0-dwa= 201
Un esempio concreto di questo tipo e
-2
t
/sin(t) -cos(t) dt = sin” (¢) +ec.
N N~ 2

et) @'t
OSSERVAZIONE. In pratica, si usa il metodo integrazione per sostituzione nell seguente
modo: Nella funzione integranda (nella variabile ¢) si indovina un espressione () che
indichiamo con z, cioe si fa la sostituzione = := ¢(t). Considerando x come funzione in
t si deriva rispetto a t e si ottiene (formalmente)

d
—=9) = de=gt)-dt

Cosl risulta gia la versione indefinita:

—~
[1G0) gty = [ s@yar= e +e
= o

dove F’ = f. Per ottenere la versione definitiva basta osservare che
st=a = z=¢p) =¢a),e
ot=8 = x=0y(t)=9B)

cioe t € [p(a),9(8)]® <= = € [a,b] e quindi

B ©(B)
/ fle@) - ¢'(t)dt = / flx) dz.

o(a)
Questo ragionamento € puramente formale, ma dimostra la forza della notazione per le
derivate (come rapporti tra infinitesimi) e gli integrali (come somme continue [ f(z) dx)
inventati piu di 300 anni fa da Leibniz.

Vediamo ora come funziona questo procedimento in un’esempio concreto:

EsewmPI. e Calcoliamo )
/ t-vt—1dt.
1
In questo caso l'idea ¢ far sparire la radice ponendo z := v/t — 1 (= ¢(t)). Visto che
anche il fattore ¢ nell’integrale deve essere espresso nella nuova variabile risolviamo
I’equazione x := v/t — 1 per t:
?=t—-1 = t=z22+1
Ora ci sono 2 modi per trovare la relazione tra dx e dt:

o consideriamo (come sopra indicato) x = 1/t — 1 come funzione in ¢ e deriviamo
rispetto a t, cioe

Ge(-nE) =it =g e = 5 dt=20-da
oppure
o consideriamo t = 22 + 1 come funzione in z e deriviamo rispetto a x, cioe
dt
—=2r = dt=20x-dx
dx

3se () < @(f), altrimenti ¢ € [p(8), p(a)]



108 7. CALCOLO INTEGRALE

e quindi le due possibilita portano allo stesso risultato. Inoltre abbiamo
ot=1=2x=+/1—-1=0,¢
ot=2=>x=+2—-1=1.

Quindi risulta

2

16
I-%-

Nell’esempio precedente si trattava di un integrale definito in ¢ per il quale abbiamo
calcolato gli estremi nella nuova variabile x. Anziche calcolare gli estremi in x, dopo
la integrazione si puo anche tornare alla variabile iniziale (che per integrali indefiniti ¢
sempre necessario) e poi sostituire gli estremi originali. Cosi faremo nei prossimi esempi.

4
/ e‘/g dt.
1

Allora, per fare sparire la radice procediamo come prima e poniamo x := /¢ cioe
t = 22. Cid implica g—; = 2x e quindi dt = 2x-dx. Ora non calcoliamo gli estremi in
x ma li sostituiamo con “...” intendendo che non ci interessano in questo momento.

Cosl risulta
4
/ eVidt = / e’ - 2z dz.
1

Questo e un tipico integrale che si risolve per parti e quindi dobbiamo individuare
chi ¢ f" e chi g. Qui la scelta giusta ¢ f/'(x) = e” e g(x) = x poiché se facciamo
viceversa l'integrale non si semplifica ma diventa tipo [ z2e” dz che & ancora pitt
difficile. Allora

2/ xz - e da;:Q(m-ex}“'—/'“1.exdx>
Togl@) f(x)
=2 [$ o ez]

(x =1 :2[6‘/{(\/{5—1)}1

:2(e2-(2—1)—el.(1—1)):2-62.

e Calcoliamo

4

In questo esempio abbiamo visto che puo capitare che si devono usare entrambi i
metodi, cioe integrazione per sostituzione e anche integrazione per parti.
e Consideriamo ora l'integrale indefinito

/ cos(In(t)) dt.

In questo esempio facciamo sparire il logaritmo ponendo z := In(t) cioe t = e®. Cid
implica
dt
i

e’ = dt=¢e"- dx.
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Quindi otteniamo
cos(In(t dt = /COS x)-e®dx
/ ( ( )) ,ez.dx, ( )

I'ultimo integrale e gia stato calcolato a pagina 105 usando integrazione per parti
e quindi

e* (sin(z) + cos(z))

= 5 +c
(x=In(t))  =en®. sin(In(?)) ;COS(ln(ﬂ) L,
—:. (Sin(ln(t)) + cos(ln(t))) e

2

Ripetiamo che in questo esempio, come per tutti gli integrali indefiniti, dopo la
sostituzione e necessario tornare alla variabile iniziale, in questo caso t.

Mentre negli esempi passati era abbastanza semplice indovinare la sostituzione (cioe tro-
vare il p(t) che poi viene chiamato x) ci sono integrali dove la sostituzione ¢ abbastanza
difficile da trovare.

e Calcoliamo 'area A di un cerchio di raggio 1 data dall’equazione
2 + y2 =1.

Risolvendo I’equazione nel primo quadrante si ottiene y = /1 — 2 e per simmetria
segue

1
A:4-/ V1—z22dx
0

Con la sostituzione z := sin(t) cioeé t = arcsin(t) segue
o fl—f = cos(t) = dx = cos(t) - dt,
oz =0=t=arcsin(0) =0,
ox=1=t=arcsin(l) = 7.
Visto che per ¢ € [0, 5] vale /1 — sin®(t) = cos(t) > 0 risulta

=cos(t

——

)
1 s
l—aJ“Qdas:/2 1 — sin?(t) - cos(t) - dt
/0¢ [y (t) - cos(t)
%

= /0 cos?(t) dt.

Abbiamo calcolato questo integrale gia a pagina 105

/2 cos?(t) dt = sin(t) - cos(t) +¢ 12 _ 7
0 2 o 4
Quindi risulta
0
A=4.-—=m.
1=
Nella stessa maniera si puo verificare che area A(r) di un cerchio di raggio r > 0

¢ data da
A(r)y=m- r?.



110 7. CALCOLO INTEGRALE

e Calcoliamo
/ arctan(z) dz

Allora visto che arctan(z) (come anche In(x)) ¢ una funzione “complicata” con
una derivata H% molto piu semplice, 'idea per risolvere questo integrale é usare
integrazione per parti. Percio useremo il trucco di inserire il fattore 1 che abbiamo
gia usato per integrare il logaritmo In(z) (cfr. pagina 104):

/arctan(x) dac—/ 1 -arctan(z) dz
~N —

'@ g(x)
1
= _x -arctan(x) / T T2 dz
f(=@) 9(z) f(=) ‘7(/)—’
g (x
¥’ ()
1 2z
=z - arctan(z) — 2/ 2 dx
——
p(z)
2
=z - arctan(z) — ln(l;—x) + e,

dove per l'ultimo integrale abbiamo usato la formula a pagina 106. Altrimenti si
potrebbe anche utilizzare la sostituzione ¢ := 1 + 22 e procedere come negli altri
esempi.

OSSERVAZIONE. Gli esempi che abbiamo visto dimostrano chiaramente che integrare una
funzione puo essere difficile ed impegnativo mentre in confronto derivare & una semplice
procedura che si puo fare abbastanza meccanicamente. In effetti ci sono funzioni continue
(che quindi, per il teorema fondamentale, possiedono una primitiva) composizione di
funzioni elementari tali che le primitive non possono essere espresse usando solo funzioni
elementari. Per esempio

f:R—>R, f(:z:)zei:52

sono continue (infatti C°°) ma le loro primitive non si possono esprimere utilizzando
solo le funzioni che abbiamo incontrati finora. Quindi in un certo senso non si possono

calcolare
/em2 dx e /e_g[”2 dx

e questo fatto dimostra che integrare esplicitamente una funzione puo essere addirittura
impossibile.

EsEMPIO. Calcolare il limite

T . 52
g o L= )ds
a—0  sin(z3)

SoLUzIONE. Come indicato sopra non possiamo calcolare l'integrale. Pero, grazie alle
Regole di 'Hospital e il Teorema Fondamentale del calcolo integrale cio non € neanche
necessario! Prima di derivare sostituiamo sin(z3) con l’espressione x che & asintotica
per x — 0 e possiede derivate molto piu semplici. Quindi, per il principio di sostituzione,
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vale

x—0 .’E3
H 1— e 1 e — 1
= lim = — lim

z—0 3%2 3 z—0 (E2
1
=3

Integrazione di Funzioni Razionali

PROBLEMA. Come si integra una funzione razionale % per due polinomi p,q, per

esempio
4 2
Tt —2x 10
- — 2z + 10 de ?
72 — 31 + 2
A questo problema c¢’¢ sempre una soluzione che inoltre coinvolge soltanto i tre integrali
notevoli per 2" conr # —1, 27 e I +le. Il problema e scomporre la funzione integranda

in maniera tale si possono utilizzare tali integrali. Si procede in 3 passi:

1° passo: Se grado(p) > grado(q), allora dividiamo p per ¢ con resto ottenendo
polinomi s e r con

op=s-q+r,
o grado(r) < grado(q),
cioe (@) (@)
p(x r(x
— =sx)+ ——=.
@ =" g
Per esempio per p(z) = 2% — 222 + 10 e ¢(z) = 2% — 3z + 2 otteniamo
9
( x? — 222 +10)2($2—3$+2):$2+3$+5+27$
— a2t 4 323 — 222 z* =3z +2
33 — 42
— 323 4+ 922 — 6z
522 — 6z + 10
— 522 + 1520 — 10
9z

2° passo: Usando la linearita dell’integrale si ottiene

/Zggdx: /s(z)dx +/;Egdx

semplice da calcolare

Per esempio

x* — 222 + 10 9z
——————dx = 243 5d —d
/ 2 —3r+2 /x+ v x+/x2—3x+2 !

AL +/ g
=—+—+5bx ——dx.
3 2 2 — 31 + 2

3° passo: Si calcola

Consideriamo soltanto il caso grado(q) = 2 cioe ¢(x) = az® +bx +c, r(z) = dv +e.
Ci sono 3 casi secondo il segno del discriminante di ¢(x):
(i) b? — 4dac > 0, cioe q(x) ha due zeri reali distinti z1, zo.
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(i) b? — 4ac = 0, cioe g(z) ha soltanto uno zero reale x(.
(iii) % — 4ac < 0, cioé q(x) non ha zeri reali.

Caso (i): I due zeri distinti di ¢(x) sono date da

 —bE Vb —dac
B 2a '
Allora si possono trovare due costanti A, B € R (uniche) tali che

r(a:)_ A n B N /r(m)

q(r) T—x1 T — 29

1,2

de=A-lnjz —z1|+ B-lnjz — 22|+ c.

L’esempio precedente con g(x) = 22 — 32 + 2 entra proprio in questo caso: Qui

abbiamo
- _—Si\/32—4-1-2_—3i1_10 9
1,2 = 9.1 -9 pp. 2.
Inoltre r(z) = 9z e quindi cerchiamo costanti A, B € R tale che
9-2-0 1 A B (A+B)-z—-(2A+ B)
2-3rx4+2 -1 x-2 (x—1)-(x—2)

Confrontando i coefficienti cio vale se e solo se
A+B=9 A=-9
{2A+B:ﬂ& A {leS}
e quindi otteniamo

9z -9 18 9z
= = —————dr = —-9-1 —1|+18-In|z—2 .
22 —3x +2 PR L — /:1:2—3a;+2 z n|z—1/+18-Injz—2|+c

Cosl risulta

4 2 2
/m a:—g;j—i-g;+5x—9-ln\x—1\+18-ln\x—2|+c.
Caso (ii): L'unico zero di ¢(z) & dato da
b
Trog = —%

Allora si possono trovare due costanti A, B € R (uniche) tali che
x A B x

r@) _ 5 = /r()da::A-ln\:r;—xg\—

q(x) z—x0 (x—m0) q(x) x — I

Come esempio concreto consideriamo l'integrale

3
/xd%
2 —2x+1

Allora il denominatore si annulla se e solo se

24224

+ c.

T B 1:1'0.
Quindi cerchiamo A, B € R tale che
3-xz+0 1 A N B A-zxz+(B-A)
2-2z+1 z-1 (x—1)2 (x —1)2

Confrontando i coefficienti cio vale se e solo se

(ool = {53
e quindi otteniamo

i _ + ; = /?)xda:—3 ln]w—l]—i+c
2—2x+1 z-1 (z—1)2 22 —2z+1 r—1
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Caso (iii): In questo caso ¢(z) non ha zeri reali. Allora si possono trovare due
costanti A, B € R (uniche) tali che

r(x)  A-q'(x) B @x: Lol Lx
@ d@ @ J = Al ”*B/q(x)d’

q(z)
dove abbiamo usato la formula f

q (z)
q(z)

/ dx _/ L
q(z) ) az?+bx+c

Per fare cio si cercano costanti «, 8,y € R tale che

Q($):ax2—|—bx—|—c:»y.<1+(z+Ta)2>

dx = In|q(x)| (cfr. pagina 106). Rimane da
calcolare l'integrale

Usando la sostituzione

¢l
rta d _ 1 L w—g.oat

risulta

dt
= s _5 arctan(t) + ¢
v 1+t2  ~
= é . arctan(x + oz) + c.
Y B

Riassumendo, in questo caso otteniamo

r(@) B-B T+
/q(x)dx—A-ln|q(az)]+ 5 -arctan( 5 >+c.

dove
r(x) A-¢'(x)+B

q(z) q(z)
Come esempio concreto consideriamo l'integrale

/ 4x d
x2 —4r + 13 .

Visto che il discriminante del denominatore b> — 4ac = 4> — 4 - 13 < 0 siamo nel
terzo caso. Allora, cerchiamo prima A, B € R tale che

=2r—4
—_——
4240 1 A (2 —42+13)+B  24-2+ (—4A+ B)
22 —dr+13 2 —4x +13 N 2 —4x +13

Confrontando i coefficienti cio vale se e solo se

{—4A+B:O} — {B: }
e quindi

4z 1
=2’ —de+13)+8 [ 5———du.
/x2—4x+13 v =2:In(e" —do+13) + /x2—4x+13 !

Inoltre vale

P-4 +13=(2-27+9=9- (1+ (52)°)
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cioe =2, =3ev=9 e cosi con la sostituzione ¢ := %‘2 = dx = 3dt risulta

/ 1 1 / dz
— p=- [
x? —4x +13 9 14 (232)

3 dt 1
:§ ng'arctan<t)+c

= % . arctan(%*?) + c.
Riassumendo otteniamo il risultato finale

/4$ dr =2- ln(a:Q —dx + 13) + % : arctan(%_?) +c.

2 —4x 4+ 13
ArTRI ESEMPI. e Calcolare fol 7@5}21(3;) dx (Sost. e* =1t).
e Calcolare [ ﬁ dr. (Sost. e* =t).

Calcolo di Aree Piane

Ricordiamo che per una funzione f : [a,b] — R integrabile

b
/ f(z)dx = area tra il grafico di f e l'asse z,
a

dove, pero, I'area sotto l’asse x € negativa. Quindi per calcolare ’area A di una funzione
che assume sia valori positivi sia negativi si deve dividere il dominio in sottointervalli in
cui f(z) non cambia segno:

f(z) f(z)
I1=A14+A>+A3 A= =A; —Ax+A3
« W b a N b

FiGuraA 54. Calcolo di aree.

Quindi in questo esempio vale

I—/acf(:c)dx—i—/Cdf(a:)da:—i—/dbf(x)dx—/abf(a;)dx mentre
A:/acf(:v)da:—/cdf(x)d;v—I—/dbf(x)dac

Piu in generale, se vogliamo determinare ’area A compresa tra i grafici di due funzioni
f,g : [a,b] — R integrabili, allora

b
A= / 1£(@) — g(a)| de,

se f(x) > g(x) per ogni = € [a, b].

Esemp1o. Calcolare I'area A compresa tra i grafici di 22 e /z per z € [0,1]. Allora,
visto che 22 < \/x per z € [0, 1] abbiamo

A:/Ol(ﬁ—xQ)dx: [%x%—%}

Se invece i grafici si intersecano, allora bisogna calcolare le ascisse dei punti di interse-
zione e poi spezzare il dominio di integrazione come sopra.

1

-2 _ 1
-3 3

Wl

0
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f(@)
/ A
vl x
a b
9(x)

F1Gura 55. Calcolo del area tra due grafici.

Vo

A=1/3

> T

0 1

Ficura 56. Esempio: Calcolo del area tra due grafici.

EsEMPIO. Calcolare I'area A tra i grafici di f(z) := 2% — 2z e g(x) := 22.
SOLUZIONE. Per cominciare dobbiamo calcolare i punti di intersezione tra f e g. Allora
P —2r=2> — 0=2-2 -22=2-(2°-2-1) <= z=-1,0, 2

Inoltre vale

f(z) = 2% — 22 > g(z) = 2? = x € [—1,0]U[2,400)
e quindi
A:/O‘(x?’—Qaﬂ)—xz‘dx:/o((x?’—%v)—xQ)dm—i—/Q(xz—(x?)—zx))dx
-1 1 0

=51 [ -5 o]
L4 311 3 4 0

=(0-G-1+))+(EF-F+2)

Calcolo di Volumi di Corpi di Rotazione

L’idea per calcolare il volume V di un solido ¢ di scomporlo in sezioni di spessore
infinitesimale e poi di sommare tutto usando l'integrale. Mentre il caso generale viene
trattato in Capitolo 12, qui consideriamo soltanto corpi ottenuti facendo ruotare intorno
all’asse x il grafico di una funzione f : [a,b] — R.

Allora, usando il fatto che I'area di un cerchio di raggio » > 0 & data da A(r) = 7 - r?
(cfr. pagina 109) otteniamo

dV =7 - f?(x)- dr = volume della sezione
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= 37/12

Fiaura 57. Esempio: Calcolo del area tra due grafici.

e quindi risulta

V:w-/abf2(a:)dx

z
FigurA 58. Corpo di rotazione.
ESEMPI. e Calcoliamo il Volume di un cono di altezza h e raggio r della base.
Allora f(z) = 7 - x per x € [0, h] e quindi

h ) 2 3 h 2, h
r re x T

a2 e = ._._’=_,
V”/O(hx)x”iﬂso 3

e Calcoliamo il Volume di una sfera di raggio r.

Allora f(x) = vr? — 22 e quindi
3

V=7r-/r(7"2—:v2)dx=27r'<r2-x—%)

T

4
;=27r-(r2—r—>=§7r-r3.

Integrali Impropri

Ricordiamo che finora un’integrale definito rappresenta un’area A tra ’asse x

e ed una funzione integranda f limitata,
e su un dominio di integrazione |a,b] limitato.

Questo significa che al momento non abbiamo definito integrali del tipo

1
1
/ —dx (funzione integranda non limitata)
0

VT



oppure

INTEGRALI IMPROPRI

too 1
/ — dx (dominio di integrazione [0, +00) non limitato)
1

2

cfr. i grafici sotto.
Pero con il concetto di limite & semplice eliminare questi due vincoli.

117

DEFINIZIONE 7.8 (Integrale Improprio). Sia f :[a,b) - R cona € Reb e RU {400}
tale che f & integrabile in [a, | per ogni a < ¢ < b. Allora, se converge

si dice che l'integrale

lim Cf(:L‘) de = A

c—=b~ Jq

b
/ f(z)dx :== A (= integrale improprio oppure generalizzato)
a

esiste nel senso improprio oppure che converge*. Una definizione analoga si ha per f :
(a,b] R, con a € RU{—o0}, beR:

EsSEMPI.

’

f(z)dx

—+o0
/ " dz
1

Conviene considerare 2 casi

o r=—1: Allora

c—at

(&
= lim
c——+00 1

= lim /be(x) da.

e Per r € R studiamo la convergenza dell’integrale improprio

z" dz.

/ z ldr = ln(x)‘i =1In(c) —In(1) = 400 per ¢ = +oo,
1

cioe l'integrale

diverge.
o r # —1: Allora

c Cr+1

[
1

1

c r+1
/xrda;:x
1 T+1

Quindi risulta

L T+l r+l

—dr =+
x

(cotee) | =57
+00

ser+1<0 <= r<—1,
ser+1>0 < r>—1.

+o00 1
/ e — 4 T ser < —1,
1 400 ser > —1.

Per esempio per » = —2 < —1 otteniamo

4per integrali impropri si usa lo stesso linguaggio delle serie, cioe si parla di convergenza e divergenza
etc.
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Y b1
2'? 2?

1 2 3 45 1 2 3 1 5
FiGura 59. Integrali impropri.

e Consideriamo ora la stessa funzione integranda ma sul dominio di integrazione
[0, 1], cioe studiamo®

1 1
/ " dx ;= lim z" dx.
0 c—0t /.

Come prima conviene considerare 2 casi
o r = —1: Allora

1
/ e lde = ln(x)‘i =In(1) —In(c) - —(—o0) = 400 per ¢ — 0T,

cioe l'integrale

1
/1dx:+oo
o T
diverge.
o r # —1: Allora
/1a;7"dx:xr+11: 1 ! (e01) L oser+1>0 < r>-1,
c r+1|, r+1 r+1 +oo ser+1<0 < r<-1

Quindi risulta

1 1
/ e — dTHT e > —1,
0 400 ser < —1.

. - 1 .
Per esempio per r = —5 > —1 otteniamo

1
1 1
—dr=—— =2

/o VT —%+1

Mentre per " nei due esempi precedenti era abbastanza semplice trovare una primitiva
abbiamo visto che puo essere difficile e addirittura impossibile integrare una funzione.
Percio si pone il seguente®

PROBLEMA. Come si puo studiare la convergenza di un’integrale improprio senza cono-
scere una primitiva della funzione integranda?

Evidenziamo che cosi non chiediamo piu di calcolare il valore dell’integrale ma soltanto
di verificare che esiste e sia finito.

TEOREMA 7.9 (del Confronto per gli Integrali Impropri). Siano f,g : [a,b) — R con
a€R,beRU{+oo} e tale che per ogni a < ¢ < b, f,g siano integrabili su [a,c|. Se

o |f(z)| < g(x) per ogni x € [a,b) (cioé g é un maggiorante di |f]) e

5qui il limite e solo necessario se r < 0.

6Questo problema ¢ molto simile a quello che abbiamo incontrato nel capitolo sulle serie: come si
puo studiare la convergenza di una serie senza avere una formula esplicita per le somme parziali, cfr.
pagina 31.
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FicuraA 60. Integrali impropri.
° f:g(x) dz converge,

allora converge anche ff f(x)dx. Un risultato simile vale anche per f, g : (a,b] — R con
a € RU{—o0}, beR.
EsewmPI. e Consideriamo l'integrale improprio

+o0 5
/ e 7 dx.

o0

In questo caso non soltanto uno degli estremi ¢ “critico” (nel senso che & infinito

-3

FicurA 61. Integrali improprio convergente.

oppure un’asintoto verticale della funzione integranda) ma entrambi. In questi casi

si spezza l'integrale nella somma di due integrali scegliendo un punto c tra gli
estremi. Nel caso in questione per simmetria conviene scegliere il punto ¢ = 0 e
quindi definiamo

+oo 2 0 2 +oo 2
/ e ¥ dx ::/ e ” da:—i—/ e 7 dx.
—00 o) 0

2

Visto che f(z) =e " & una funzione pari, dalla proposizione su pagina 99 segue

+o00 5 +o00 5
/ eV dr = 2-/ e ¥ dx
00 0
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e quindi lintegrale converge su (—oo,+00) se e solo se converge su (0, +00). A
questo punto ci serve una funzione maggiorante per la quale I'integrale improprio
converge. poiché

oo 2 1 2 oo 2
/ e ™ da::/ e " dx—i—/ e dz,
0 0 1

dove il primo integrale ¢ un’integrale definito e quindi esiste finito, basta che tale
funzione sia maggiorante soltanto per = > 1. Allora, per x > 1 vale

=e " —e — e per ¢ — +00.

Quindi ffroo g(z) dz converge e per il criterio del confronto converge anche f;roo f(x)dx
e di conseguenza anche [72° () dx.

OSSERVAZIONE. In seguito (cfr. pagina 168) dimostreremo che
+o0 9
/ e de =7
—0o0

e Verifichiamo che

/+oo sin(x) d
x
0

T

sin(x)

converge. Visto che lim,_,o+ = 1 solo lestremo b = 400 & “critico”. Quindi

T

sin(x)

0.54

0 \/ LA % ~5 L

FicurA 62. Integrale improprio convergente.

I'integrale converge su [0,400) se e solo se converge su [1,+00). Integrando per
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parti risulta

o1 i = l - (—cos(x
/1 ~sin(e) de =+ (—cos(a)

c 1
, —/1 p - (= cos(z)) da

<~ <~ N~
— cos(1) — cos(c) _/ cosgx) A
C 1 x
—_———

—cos(1) per c—+o0
e quindi 'integrale converge se e solo se

/+°° cos(z) d
1

72

converge. Ora e semplice trovare un maggiorante per il quale converge l'integrale

improprio. Infatti
1 T q
<= e / — dx  converge
x 1 x

cos(z)

2

(vedi pagina 117). Quindi anche l'integrale

+20 sin(z)
—=d
JoTe

converge. Notiamo che qui era necessario
— integrare una volta per parti (aumentando cosi il grado del denominatore da
r a x?) visto che

+o0 1
/ —dzr =400 diverge
1 T

— considerare U'integrale su [1,+00) e non [0, +00) visto che

400 1
/ — dx = +oo  diverge.
0 X

Concludiamo questo capitolo con alcune osservazioni su

+oo
Integrali Impropri e Serie. Spesso gli elementi di una serie Z ay, sono dati dai valori
k=1
di una funzione f : [1,+00) — R in 2 = k, cioe
ap = f(k), k=1,2,34,...
Quindi si puo chiedere che legame c’e tra
+o0 +o0o
Z ay e f(x)dx.
k=1 1
f
f)=a,—»
f(2)=a2
f(3)a3§:
f(4):a4 >
. 1 -k
f(5)=as/ 1 2 3 4 5 6 ’

F1GURA 63. Integrali impropri e serie: f(k) = ay.

Interpretando la somma della serie come area dimostreremo il seguente
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TEOREMA 7.10 (Criterio Integrale per le Serie). Se f : [1,400) — [0,+00) & decrescente
e a := f(k), allora

+OO +oo
Z ai converge = / f(x)dz converge.
k=1 1
+oo
DIMOSTRAZIONE. “=": Se la serie Z aj, converge, allora dal seguente grafico segue
k=1

T * A A A > =k
1 \ > \ 3 \4 \ 5 \ 6
a (12 ll3 (14 a5

F1cURA 64. La serie maggiora l'integrale.

c +oo
F(c) := / f(s)ds < Zak per ogni ¢ > 1.
1 k=1
Inoltre, F' & crescente e quindi per il teorema su pagina 48 converge

+o0
lim F(c) = /1 f(x)dx.

c—+00

“<": Se invece l'integrale improprio f1+°° f(z) dx converge, allora dal grafico segue

FicuraA 65. L’integrale maggiora la serie.

n +o0
sn::ZakSal-l—/ f(x)dx perognin=1,2,3...
k=1 !

—+00
Inoltre la serie E ag, € a termini positivi e quindi convergente per il teorema su pagina 31.

k=1
U
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+oo

EsEMPIO. Per a € R consideriamo la serie armonica generalizzata g T cfr. pagina 34.
k=1

Allora per a < 0 la successione (k‘%)n>1 non ¢ infinitesima e quindi la serie diverge a

@ x > 1, e derivabile con

+00. Se invece a > 0, allora la funzione f(z) = 2~
fl(x)=—a 271 <0 perogniz> 1.
Quindi f & decrescente e visto che anche liI_iI_l f(z) = 0 (cfr. pagina 41) segue dal
T—+00

Criterio Integrale per le Serie che

=1 oo g
Z — converge — / — dz converge — a>1.
ko 1 T
k=1
dove la seconda equivalenza e stata dimostrata su pagina 117 con r = —a.

Quindi possiamo definire la funzione

+oo
C:(LFoo) =R, () =) o
k=1

che si chiama la funzione zeta di Riemann ed e legato alla congettura di Riemann, uno
dei problemi aperti piu importanti della matematica.


http://it.wikipedia.org/wiki/Funzione_zeta_di_Riemann#L.27Ipotesi_di_Riemann

CAPITOLO 8

Le equazioni differenziali ordinarie

Prima di introdurre la terminologia di base delle equazioni differenziali, accenniamo ad
alcuni esempi che portano in maniera naturale allo studio di questo tipo di equazioni.

ESEMPIO (Primitive di una funzione). Ricordiamo il problema di base della teoria
dell’integrazione in una variabile

PROBLEMA. Data f = f(t) funzione nota, trovare y = y(t) funzione incognita tale che
y'(t) = £(t).

Sappiamo dal Teorema Fondamentale del Calcolo integrale che la soluzione del problema
precedente é data dall’integrale indefinito e che tutte le primitive di f differiscono per
una costante. Riformuliamo il problema precedente nel seguente modo:

Data f : I C R — R continua, tg € I, trovare una funziona y : I — R tale che

y'(t) = f(t)
0.5
(05) { y(to) = vo
Allora in questo caso 'unica soluzione del problema ¢é data da

t
y(t) = yo + t f(s)ds.

Quindi fissando il valore della soluzione in un punto il problema della ricerca di una
primitiva ammette un’unica soluzione.

EseMPIO (Esponenziale). Consideriamo il seguente problema: trovare tutte le funzioni
che verificano la proprieta di avere come derivata la funzione stessa e che in 0 valgono

1, cioé

{ y'(t) = y(t)

y(0) =1

L’unica soluzione di tale problema é la funzione esponenziale y(t) = €', t € R. Si noti
che cambiando il dato iniziale y(0) cambia anche la soluzione del problema (se y(0) = C,
y'(t) = Ce").
ESEMPIO (molla elastica). Consideriamo una punto materiale di massa m vincolato ad
una molla elastica. Dalla legge di Newton F =m-Gedalla legge di Hooke (’allungamento
subito da un corpo elastico é direttamente proporzionale alla forza ad esso applicata),
si ottiene ’equazione

mi(t) = —kx(t)
ove x = x(t) é I'equazione di moto (incognita) e k é la costante elastica di richiamo
(con & e # indichiamo rispettivamente la derivata prima (velocita) e la derivata seconda
(accelerazione) della funzione x = x(t)). Dalla Fisica si sa che il moto della massa
vincolata é completamente noto se si conoscono la posizione iniziale z(0) e la velocita
iniziale #(0) del corpo. Quindi il problema

mi(t) = —kx(t)
x(0) = xo
ZL‘(O) = 10

determina univocamente il moto z(t) del punto materiale Vt € R.

124
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Definizione e notazioni: I tre esempi precedenti sono tre esempi di equazioni diffe-
renziali ordinarie. Essi si possono infatti scrivere nella forma

(0.6) F (£y®,5/®), 5" (0,5 (0) =0

ove F' é una funzione F : A C R"™2 — R. L'equazione (0.6) si dice un’equazione
differenziale di ordine n nell’incognita y = y(¢) ove abbiamo indicato con y*) la derivata
di ordine k di y e con ¢ la variabile indipendente.

L’equazione (0.6) si dice in forma normale se é possibile esplicitare la derivata di ordine
massimo rispetto alle altre derivate, cioé se

(0.7) Y = £ (Ly0),y 0,y O0)

ove f: Q C R" — R, Q aperto (si osservi che i tre esempi visti in precedenza possono
essere riportati in forma normale).

Tenuto conto di quanto visto negli esempi introduttivi, all’equazione differenziale (0.7)
si affiancano i cosiddetti dati iniziali:

Fissato tp € R e (yo,...,yn—1) € R™ tale che (to,y0,...,Yn—1) € €, si considera il
problema

y () = £ (ty(0),y'(0).....y" V(@)

0.8) ?J(to) Yo

y(n—l) (t) = Yn—-1

11 problema (0.8) prende il nome di problema di Cauchy associato all’equazione differen-
ziale (0.7). Esso corrisponde ad associare ad un’equazione differenziale di ordine n un
dato iniziale che é costituito dal valore della funzione e delle sue derivate fino all’ordine
n — 1 all’istante iniziale ¢g.

DEFINIZIONE 8.1. Una soluzione del problema di Cauchy (0.8) é una funzione y € C™(I),
ove I é un intervallo aperto contente to, tale che y soddisfa ’equazione (0.7) Vt € I e
soddisfa il dato iniziale.

Equazioni differenziali ordinarie del primo ordine

D’ora in avanti ci limiteremo a considerare il problema di Cauchy per un’equazione del
primo ordine

y'(t) = f(ty(t))
(09) { y(to) = vo

ove f: Q CR? - R.

OSSERVAZIONE. L’interpretazione geometrica del problema di Cauchy (0.9) é la seguen-
te. In ogni punto del piano delle fasi (y, t) la curva descritta dalla soluzione dell’equazione
differenziale del primo ordine ha come tangente il vettore (1,y(t)) (si ricordi il significa-
to geometrico della derivata). Inoltre tale curva deve passare per il punto (o, yo), dato
iniziale del problema

Vediamo ora sotto quali condizioni il problema di Cauchy (0.9) ammette una soluzione
e sotto quali condizioni tale soluzione é unica.

TEOREMA 8.2 (Teorema di Peano). Sia f :  C R? — R continua. Allora il problema
di Cauchy (0.9) ammette (almeno) una soluzione y = y(t) € CY(I) ove I C R € un
intervallo aperto contenente tg.
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Il teorema precedente é un teorema di esistenza locale, nel senso che assicura l’esistenza
di una soluzione nell’intorno del punto tg, anche se a priori f potrebbe essere definita in
tutto R2. Inoltre, come il seguente esempio mostra, la continuitd non garantisce I'unicita
della soluzione.

ESEMPIO (Pennello di Peano). Si consideri il problema di Cauchy
y(0) = %o

Quindi f(t,y) = v/|y| é una funzione continua in tutto R. Si pud facilmente verificare
che le funzioni

)=0 vVte R

y(
0, set <0
y(t) = { 142 set > 0.
(0.10).

sono due soluzioni del problema (0.1

soluzione date da

In realta il problema (0.10) ammette infinite

1t —t)%, set <ty

; setp <t <ty
Tt —12)?,  set >ty

ove t1 < 0, to > 0 sono arbitrariamente scelti.

)

y(t) =

Nel prossimo teorema si vedra che con opportune ipotesi anche I'unicitd locale pué essere
a priori garantita.

TEOREMA 8.3 (Teorema di Cauchy-Lipschitz). Dato (to,y0) € R xR e Q = {(t,y) €
RxR:|t—ty| <a,ly—yo| <b} pera, b reali positivi, sia f : Q — R continua e tale
che il rapporto incrementale di f rispetto a y sia uniformemente limitato rispetto t, cioé
3L > 0 tale che

f(tayQ) — f(ta yl) <L
Y2 — Y1
per ogni (t,31), (t,y2) € Q, y1 # vo.
Allora il problema di Cauchy (0.9) ammette un’unica soluzione y = y(t) € C1(I) ove I
€ un intervallo aperto contenente t.

(0.11)

OSSERVAZIONE. Ad esempio la funzione f(¢,y) = |y| verifica la condizione (0.11) poiché

Lf (1) — f(ty2)l = [lyal = [yell < lyr — val

cioé (0.11) con L = 1. Si noti invece che la funzione f(t,y) = 1/|y| nel problema (0.10)
non verifica U'ipotesi (0.11): per y; = 0 e y2 — y1, il rapporto |(f(t,y2) — f(t,y1))/(y2 —
y1)| = oo .

Si osservi che la condizione (0.11) é una condizione sufficiente, ma non necessaria per
l'unicita della soluzione di (0.9). Una condizione piu facile da verificare che implica la
condizione (0.11) é che f sia derivabile parzialmente rispetto y e %(t’ y) sia continua e

limitata in un intorno del dato iniziale (to,yo)-

Il Teorema 8.3 é un teorema di esistenza ed unicita locale. Quindi garantisce 1’esistenza
ed unicita solo in un intorno del tempo iniziale ¢y come il seguente esempio mostra

EsEMPIO. Si consideri il problema di Cauchy
/ 2
y'(t) =y (t) +1
0.12
(012 Ui ¢
Allora si verifica direttamente che y(t) = tan(¢) é soluzione di (0.12) (si ricordi che
Dtan(t) = tan?(t)+1). Poiché f(t,y) = y>+1e %(t, y) = 2y sono continue, la soluzione
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é anche unica in un intorno di ¢y = 0. Si noti peré che sebbene f(¢,y) sia continua e
us

derivabile rispetto y in R?, la soluzione é definita solo nell’intervallo (—%,—%) e tende
a Foo per t — & 7.
Concludiamo con un teorema di esistenza ed unicita globale

TEOREMA 8.4 (Teorema di esistenza globale). Nelle stesse ipotesi del Teorema 8.3, sia
Q= (a,b) xR e sia

f(t7y2) — f(ta yl)
Y2 — U

per ogni t € (a,b), y1,y2 € R, y1 # ya.
Allora il problema di Cauchy (0.9) ammette un’unica soluzione y = y(t) € C1(a,b)

<L

(0.13)

OSSERVAZIONE. Ad esempio (0.13) é verificata se f é derivabile parzialmente rispetto
ye g—i(t,y) é limitata in (a,b) x R. Sotto queste ipotesi la soluzione esiste su tutto
I'intervallo temporale (a,b).

Il resto dela sezione é dedicato allo studio di particolari classi di equazioni differenziali
per cui é possibile calcolare esplicitamente la soluzione:

a) equazioni differenziali lineari del primo ordine;
b) equazioni differenziali a variabili separabili.

Equazioni differenziali lineari del primo ordine. Siano a,b : I C R — R due
funzione continue, tg € I con I intervallo aperto, e si consideri il problema di Cauchy

y(to) = o
In questo caso abbiamo un’equazione del primo ordine con f(t,y) = a(t)y + b(t). L’e-
quazione si dice lineare poiché la dipendenza di f dall’incognita y é lineare. L’equazione
si dice omogenea se b(t) = 0; b(t) é detto anche termine noto. Poiché f é continua e
g—fyc(t, y) = a(t) é continua, (0.14) soddisfa le ipotesi del Teorema 8.3 e quindi localmen-
te esiste un’unica soluzione del problema. Per trovare una formula di risoluzione per il
problema (8.3) procediamo in due passi:

Equazione omogenea: Consideriamo prima il caso in cui b(¢) sia identicamente nullo
e cerchiamo una soluzione del tipo y(t) = Ce*® ove A(t) é una primitiva di a(t), cioé
A'(t) = a(t). Sostituendo nell’equazione omogenea si ottiene

y'(t) = CA' (1) = Ca(t)e™® = a(t)y(t).

Quindi y(t) soddisfa I'equazione; imponendo il dato iniziale si ottiene

A(0)

y(0) = yo <= Ce™V = yy = C = yo

se A(0) =0, cioé se A(t) = ftto a(s)ds. Concludendo 'unica soluzione di (0.14) nel caso
in cui b(t) = 0 é data dalla formula

(0.15) y(t) = yoet® ove A(t) = /t a(s)ds

to
Equazione non omogenea: In questo caso si procede attraverso il metodo della varia-
zione delle costanti arbitrarie: conoscendo una soluzione del problema omogeneo nella
forma y(t) = CeAM | si cerca una soluzione del problema non omogenco nella forma
y(t) = C(t)e®), cioé si suppone che la costante C' sia in realtd una funzione. Poiché
Y (t) = C'(t)eA® + C(t)a(t)eA®, sostituendo nell’equazione si ottiene

C'()er + C(t)a(t)er® = a(t)C)e® + b(t)
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da cui C'(t) = e~ A®p(t) e quindi O(t) = [e~ t)dt + K, ove K € R é la costante di
integrazione. Quindi le soluzioni dell equaz1one hneare non omogenea SOno
(0.16) y(t) = eA® [K + / e_A(t)b(t)dt}

ove A(t) é una primitiva di a(t) e K € R. Imponendo il dato iniziale si ottiene infine la
formula per la soluzione del problema di Cauchy (0.14)

(0.17) y(t) = eA® [yw / t e~ AG)p(s) ds] ove A(t) = / ta(s)ds.

to to
EsEmp1O. Consideriamo il problema di Cauchy
{ y'(t) =2ty(t) +°
y(0) =1
Poiché a(t) = 2t, b( ) = 3 sono continue su R, la soluzione del problema é definita su
tutto R. Inoltre A(t) = [| 2sds = t*. Sostituendo in (0.17), si ha

t
1
y(t) = e’ [1 —i—/o e s ds} = [1 —5€ _52(82 + 1)|fJ

2 1 2 1 3 .2 1
1_7—7? 2 1 - :715_72 1
[ 5¢ (t° + )+2] 5¢ 2(75 +1)

OSSERVAZIONE. Si noti che

1 1 1
/63283 ds = 2 =3 /rerdr = i[rer - /erdr] = —56752(82 +1)+C.

r=-—s

dr=—2sds

EsEmpP1O. Consideriamo il problema di Cauchy

{y/()_ty()+t3
y(1) =0

Poiché a(t) = 1/t, b(t) = t3, una soluzione é definita in (—oo,0) oppure in (0, +oc0).
Essendo ¢y = 1, scegliamo I'intervallo (0, 400).
Si ha inoltre A(t fl 1/sds = In|t|. Quindi

t
y(t) = el [0—1—/ se sl ds] =
1

¢ 4
t t
= / s?ds=— — -
1 3 3
Equazioni differenziali a variabili separabili. Consideriamo il problema di Cauchy

1(4) —
y(to) = wo
In questo caso si ha f(t,y) = h(t)g(y), cioé f si presenta come il prodotto di una
funzione ¢ che dipende solo da y per una funzione h che dipende solo da t. Le ipotesi
del Teorema di Cauchy-Lipschitz sono ad esempio verificate se h(t) é continua in un
intorno di ¢y e g(y) é derivabile in un intorno di yy (poiché in questo caso f é continua
e ‘35 (x,y) = h(t)g'(y) é continua, vedi Osservazione 8).

Per trovare la soluzione di (0.18) distinguiamo due casi:

1. Se g(yo) = 0, allora si verifica facilmente tramite sostituzione che la funzione y(t) = yo
é soluzione del problema di Cauchy (0.18). Tale soluzione si dice soluzione stazionaria del
problema poiché un punto materiale che si trova nella posizione yg al tempo ¢y rimane
in Yo per ogni tempo t.
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2. Se g(yo) # 0, procediamo nel seguente modo: dividiamo ’equazione differenziale per
g(y(t)) e integriamo in (¢, t) ottenendo

t y/(s) - t s
(0-19) /to POIC) N /to hle)d

Osserviamo che poiché g(yg) # 0, g é continua e y(t) é derivabile (e quindi continua), per
il Teorema della Permanenza del Segno, g(y(t)) # 0 per ¢ vicino a tg, quindi 'equazione
(0.19) é ben definita. Attraverso il cambiamento di variabile r = y(s) (quindi dr =
y'(s)ds, to — y(to), t — y(t)) nell’integrale a destra dell’equazione (0.19) si ottiene

y(®) g ¢
(0.20) / gc(lr) = / h(s)ds
Yo to

Trovando una primitiva G della funzione 1/g e una primitiva H della funzione A in (0.20)
si ottiene ’equazione

G(y(t)) = G(yo) + H(t) — H(to)
che definisce implicitamente 'unica soluzione di (0.18) nel caso in cui g(yp) # 0. Se
possibile, da questa formula si esplicita y(¢) in funzione dei dati del problema

EsEmp1O. Consideriamo il problema di Cauchy

(0.21) { 5;(83) - gj(t)

Allora f(t,y) = 32, cioé g(y) = y?, h(t) = 1. Le condizioni di esistenza ed unicitd locale
sono verificate (vedi Teorema 8.3), quindi il problema ammette un’unica soluzione in un
intorno di ¢ty = 0.

1. g(yo) = 0 se e solo se y2 = 0. Quindi per yo = 0, si ha la soluzione stazionaria y(t) = 0
vVt € R.

2. Se g(yo) # 0, allora applicando (0.20)

y(t) t
[ [
Yo r 0

L b, =t
y(t) Yo 1 —tyo

vy%) Seyo>0,t€(y%,+oo) se yog < 0.

quindi

Si noti che la soluzione é definita per t € (—oco

EsEmpP1O. Consideriamo il problema di Cauchy
{ v(t) =3t
y(0) = yo
Allora f(t,y) = —i, cioé g(y) = 1/y, h(t) = —1. Si osservi che poiché g(y) é definito
in R\ {0}, si deve imporre che yo # 0; in questo caso le condizioni di esistenza ed
unicitd locale sono verificate (vedi Teorema 8.3). Quindi il problema ammette un’unica
soluzione in un intorno di ty = 0.

1. g(yo) = 0 se e solo se 1/yp = 0, mai. Quindi non ci sono soluzioni stazionarie.
2. Applicando (0.20)

quindi
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Quindi
y(t) = { Yo —t2, t € (~yo,50) e yo > O;

—\/yg —t2,t € (yo,—yo) seyo<0.

Equazioni differenziali del 2° ordine a coefficienti costanti.

Si dice equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti

(0.22) y'(t) +ay'(t) +oy(t) = f(t) tel

ove a,b € R, I C R é un intervallo e f € C(I) (f é detto termine noto). Enunciamo il
seguente risultato di esistenza e unicita.

PROPOSIZIONE 8.5. I problema di Cauchy associato a (0.22)

y'() +ay' () +by(t) = f(t)  tER,
(0.23) y(to) = wo

Y (to) =
ammette un’unica soluzione y € C%(I).

Per calcolare la soluzione di (0.23), nel seguito otterremo una formula che consente di
calcolare la generica soluzione di (0.22), cioé calcoleremo il suo integrale generale.

OSSERVAZIONE. Si dice integrale generale di una data equazione differenziale una for-
mula che consente di rappresentare tutte le sue soluzioni (ad esempio la formula (0.16)
é l'integrale generale dell’equazione lineare del primo ordine (0.14)).

Studiamo dapprima la struttura dello spazio delle soluzioni di (0.22). Si dice equazione
omogenea associata a (0.22) I’equazione

(0.24) Y (t) +ay/(t) + by(t) = 0.

PROPOSIZIONE 8.6. Se y1, y2 sono due soluzione di (0.24), a, f € R allora ayy + Sy €

una soluzione di (0.24). Quindi l'insieme delle soluzioni di (0.24) € uno spazio vettoriale
su R.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione
yi (t) +ayy(t) +byi(t) =0,
Yy (t) + ays(t) + bya(t) = 0.

Moltiplicando la prima equazione per «, la seconda equazione per 5 e sommando le
equazioni ottenute si ha

ayl (t) + aayi(t) + abyi(t) + Bys(t) + Bays(t) + Bbya(t) = 0 <

(ay1(t) + Bya(t))" + alayi(t) + Bya(t))" + blaya(t) + Bya(t)) =0
cioé ay; + By2 é una soluzione di (0.24). Quindi combinazione lineare di soluzioni di
(0.24) é ancora soluzione di (0.24); pertanto 'insieme delle soluzioni di (0.24) é uno

spazio vettoriale su R. Si noti che il vettore nullo dello spazio vettoriale cosi ottenuto é
la funzione y(t) = 0. O

TEOREMA 8.7.
i) Se yi(t), y2(t) sono due soluzioni di (0.22), allora yi(t) — y2(t) € una soluzione di
(0.24).
ii) Seyo(t) € una soluzione di (0.24), g(t) € una soluzione di (0.22), allora yo(t)+y(t)
¢ una soluzione di (0.22)
iii) Se yo(t) € lintegrale generale di (0.24), y(t) una soluzione particolare di (0.22),
allora Uintegrale generale di (0.22) € della forma

y(t) = yo(t) + y(t)
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DIMOSTRAZIONE. Proviamo i). Per definizione di soluzione

i () +ay(t) +bu(t) = f(1),
Yo () + ays(t) +bya(t) = f(t).

Sottraendo le due equazioni si ottiene

yi(t) + ayi(t) +byi(t) — (y5(t) + ayh(t) +bya(t)) =0 —
(y1(t) — w2 ()" (t) + alyr(t) — ya(t))" + b (y1(t) — y2(t)) =0

quindi y1 (t) — y2(t) é una soluzione di (0.24).
Proviamo 7). Si ha

Yo (t) + ayo(t) + byo(t) =0,
g'(t) +ay (t) +by(t) = f(t)

e quindi sommando le due equazioni precedenti si ottiene subito che yo(t) + y(t) é una
soluzione di (0.22).

Per provare iii), si osservi che se y(t) é una soluzione di (0.22) allora da i) y(t) — y(t) é
soluzione di (0.24), quindi y(t)—g(t) = yo(t) ove yo(t) é 'integrale generale dell’equazione
omogenea. Si ottiene infine che y(t) = yo(t) + y(t). O

Dal teorema precedente segue che per trovare l'integrale generale dell’equazione non
omogenea (0.22) si deve:

e trovare l'integrale generale yg(t) dell’equazione omogenea (0.24);
e trovare una soluzione particolare dell’equazione non omogenea (0.22).

Affronteremo ora separatamente i due punti precedenti.

Integrale generale dell’equazione omogenea. In base alla Proposizione 8.6 I'in-
sieme delle soluzioni di (0.24) forma uno spazio vettoriale. Si pué dimostrare che tale
spazio ha dimensione 2, quindi ogni altro elemento dello spazio si pud scrivere co-
me combinazione lineare di 2 soluzioni linearmente indipendenti. Per verificare se due
soluzioni sono linearmente indipendenti introduciamo la seguente definizione.

DEFINIZIONE 8.8. Date due soluzioni y;(t), y2(t) di (0.24), si definisce matrice Wron-
skiana associata a yi(t), y2(t) la matrice W (¢) definita da

(0.25) W(t) = < yi(t) y2(t) )

n(t) ys(t)

PROPOSIZIONE 8.9. Siano yi(t), ya(t) due soluzioni di (0.24). Allora le sequenti condi-
zioni sono equivalenti

i) y1(t), y2(t) sono linearmente indipendenti;
ii) det(W(t)) #0 Vt € R;
iii) esiste to € R tale che det(W(tp)) # 0.

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo solo che i7) = i) (le altre implicazioni si dimostrano in
maniera simile). Assumiamo per assurdo che y;(t), y2(t) siano linearmente dipendenti,
quindi per definizione esistono «, § non entrambi nulli tali che ay;(t) + By2(t) = 0
Vt € R. Derivando otteniamo ay/(t) + fy5(t) = 0 da cui

{ ay1(t) + Bya(t) =0
oy (t) + Bys(t) =0

Fissato t, poiché det(W(t)) # 0, il sistema precedente nelle incognite «, 5 ammette solo
la soluzione nulla, una contraddizione al fatto che «, 8 non siano entrambi nulli. O
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Per trovare le due soluzioni linearmente indipendenti di (0.24), procediamo nel seguente
modo: cerchiamo una soluzione del tipo yo(t) = e, con \ da determinare. Sostituendo
nell’equazione (0.24) si ottiene

MM+ axeM + bett = 0,
cioé, poiché eM # 0,
(0.26) M 4ar+b=0.

L’equazione (0.26) si dice equazione caratteristica associata all’equazione differenziale
omogenea (0.24). Distinguiamo tre casi, a seconda che (0.26) abbia

(1) 2 radici reali e distinte,
(2) 1 radice reale doppia,
(3) 2 radici complesse e coniugate.

1) Siano A1, A2 € R, A1 # A2 le due radici reali e distinte di (0.26). Per costruzio-
ne, y1(t) = eMt yo(t) = e*?! sono due soluzioni di (0.24), inoltre sono linearmente
indipendenti poiché
et et At Aot
det(W(t)) = det < )\16)‘1t )\2€>‘2t ) — eMlpn2 (/\2 - )\1) #0
Quindi I'integrale generale di (0.24) é dato da
(0.27) yo(t) = 016)\175 + 026)‘2t, Cq, Cy € R.
EsEMPIO. Si consideri 'equazione
(0.28) Y (t) + 3y (t) — 10y(t) = 0
L’equazione caratteristica associata é
A +30-10=0

quindi A\; = 2 e Ay = —5. Infine U'integrale generale di (0.28) é

yo(t) = 016’2t + 026_5t, Ci, Cy € R.

2) Sia A € R la radice di molteplicita due di (0.26) (si ricordi che deve aversi A =
a® — 4b = 0). Allora una soluzione di (0.24) é data da y;(t) = e*. Per trovare un’altra
soluzione procediamo attraverso il metodo della variazione delle costanti e cerchiamo
una soluzione nella forma

(0.29) y(t) = C(t)eM
Sostituendo nell’equazione si ha
C"(t)eM 4 20" ()N + C ()2 + a(C'(t)eM + C(t)AeM) + bC(t)e = 0 <
C"eMN 4+ C'(1)eM 2N + a] + C'(1)eM A2 4 a) + b] = 0.
Poiché A é radice doppia di (0.26), A2 +aX +b = 0 e A\ = —a/2; quindi sostituendo
nell’equazione precedente si ottiene C”e* = 0, cioé C”(t) = 0; integrando due volte
si ottiene C(t) = Kt + Ky ove K1, K9 € R sono costanti arbitrarie di integrazione.

Sostituendo in (0.29) con K; = 1 e Ko = 0 si ha y(t) = te™. L’integrale generale di
(0.24) é dato in questo caso da

(0.30) yo(t) = 016)‘1?5 -+ Cgte)‘Qt, Ci, Cs € R.

(si verifica facilmente che e** e te* sono linearmente indipendenti attraverso il calcolo
della loro Wronskiana)
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EsEMPIO. Si consideri ’equazione
(0.31) y"(t) — 10y (t) + 25y(t) = 0
L’equazione caratteristica associata é
A2 —10A+25 =0
quindi A = 5 é soluzione doppia. L’integrale generale di (0.31) é
yo(t) = Cre’t + Cote®™,  C1, Cy € R.

3) Supponiamo infine che (0.26) ammetta due radici complesse coniugate A\; o = a =+ j3i;
Allora é ancora vero che 7;(t) = e, 7p(t) = ' sono due soluzioni linearmente
indipendenti di (0.24); tuttavia se vogliamo esprimere le due soluzioni come funzioni di
una variabile reale si pué procedere nel seguente modo. Poiché

71(t) = eMt = e (cos(Bt) + i sin(St))
71(t) = et = e (cos(Bt) — isin(Bt))
e combinazione lineare (anche a coefficienti complessi) di soluzioni é ancora soluzione,

allora

hi(t) + 22(t)
2

y1(t) — 52(t)
2

sono ancora soluzioni di (0.24). Inoltre si verifica attraverso il calcolo della Wronskiana

che sono linearmente indipendenti. Quindi I'integrale generale di (0.24) é dato da

(0.32) yo(t) = Cre® cos(Bt) + Cae™ sin(Bt), Cy, Cy e R

y1(t) = = e cos(Bt)

ya(t) = = ™ sin(3t)

EsEMPIO. Si consideri 'equazione
(0.33) Y (t) + 29/ (t) + 3y(t) =0
L’equazione caratteristica associata é
AN +20+3=0
quindi A1 2 = —1 £ v/2i. L’integrale generale di (0.33) é
yo(t) = Cre " cos(V2t) + Cae " sin(v/21), Ci, Cy e R.

Soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Avendo trovato attra-
verso le formule (0.27), (0.30) e (0.32) l'integrale generale dell’equazione omogenea,
affrontiamo il secondo problema: il calcolo di una soluzione particolare dell’equazione
non omogenea (0.22). Presenteremo due tecniche differenti

e Metodo della variazione delle costanti arbitrarie
e Metodo di somiglianza

Come vedremo il primo metodo si pué applicare qualunque sia il termine noto ma
richiede spesso dei calcoli laboriosi, il secondo metodo invece si pud utilizzare solo se il
termine noto ha una forma particolare ma é molto semplice da applicare.

Metodo della variazione delle costanti arbitrarie: In precedenza abbiamo visto
che l'integrale generale dell’equazione omogenea (0.24) si scrive nella forma

(0.34) Yo(t) = Crya(t) + Caya(t)

ove y1(t), y2(t) sono due soluzioni linearmente indipendenti di (0.24). Cerchiamo una
soluzione particolare di (0.22) nella forma

(0.35) y(t) = C1(t)ya(t) + Ca(t)y2(t)
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ove y1(t), y2(t) come in (0.34) e C1(t), Ca(t) due funzioni da determinare in modo
che g(t) sia soluzione di (0.22) (in sostanza, le due costanti C7, Cy sono diventate due
funzioni C1(t), Ca(t), da qui il nome del metodo). Si ha

g'(t) = CLt)yr(t) + Co(t)y2(t) + CLt)y1 (t) + Ca(t)ya ()
Imponiamo come prima condizione che
(0.36) C1(t)y1(t) + Co(t)ya(t) = 0.
Quindi

y'(t) = CLt)y1(t) + Co(t)ya(t) + CLt)] (t) + Calt)y (t)-
Sostituendo in (0.22), si ha
Ci(t)y1(t) + C3(t)ya(t) + Cr()y{ (t) + Ca(t)ys (1) + a (C1(t)y1(t) + Ca(t)ys(t))
+b(Cr(t)yr(t) + C2(t)y2(t)) = f(1)

da cui, riordinando i termini e ricordando che y;(t), y2(t) sono soluzioni di (0.24), si ha

C1(t) (1 (t) + ayr (t) + bya (£)) +Ca(t) (15 (t) + ays(t) + bya(t)) H CL)L(E) + Co(H)ya(t) = f(1)

/

=0 =0
Quindji, tenendo conto di (0.36), otteniamo un sistema di 2 equazioni nelle 2 incognite

Ci(t), Go(t)

(0.37)
C1(t)yr (1) + Cot)ya(t) = f(t)

Si osservi che la matrice del sistema in (0.37) é data dalla Wronskiana di y1(t), y2(t) e
quindi det(W (t)) # 0 V¢, vedi Prop. 8.9. Applicando la regola di Cramer e integrando
si ottiene

{ Ch )y (t) + Cy(t)ya(t) = 0

s i) Hi

_ f(t) ys(t B yi(t) f(t

(0.38) qu)‘/m@)yﬂﬂ i, cat) = [ %@>yﬂw’ﬁ
vi(t) wa(t) ZION10)

Sostituendo le costanti arbitrarie C;(t), Ca(t) cosi calcolate in (0.35), si ottiene una

soluzione particolare di (0.22).

EsemMpI10. Consideriamo il problema di Cauchy
3t

Y1) — 6y (1) +9y(H) = S teR,
(0.39) y(1) =0

y'(1) =0.
Calcoliamo prima la soluzione dell’equazione omogenea associata a (0.39). L’equazione
caratteristica é

M—6A+9=0

che ammette la radice doppia A = 3. L’integrale generale dell’equazione omogenea quindi
é

yo(t) = 016315 + Cgtegt, C1,Cy € R.
Applicando il metodo della variazione delle costanti arbitrarie, cerchiamo una soluzione
dell’equazione non omogenea nella forma
(0.40) yo(t) = C1(t)e® + Co(t)te™,
con C}(t), Ca(t) due funzioni da determinare attraverso il sistema (vedi (0.37))

{ Ci(t)ed + Ch(t)te’t =0
3t

C(1)3e* + Cy(t)(e* + 3tet) = &
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Risolvendo il sistema precedente con la regola di Cramer ed integrando si ha

0 tedt
edt 3t 3t et
Gt) = / 3t te ' = | G —aen @7 ) A=l

e
3e3t (3t + 3tedt)

e3t 0

3t

3t 6t
3 tT =
‘ 3t

5 1 1
dt = 2 dt:/dt:—.
/ ebt(1 + 3t) — 3tebt t2 t
3e3t e3t —|— 3te3t)

Sostituendo in (0.40), otteniamo la soluzione particolare
7(t) = —In|t]e3t — 3.

Quindi l'integrale generale dell’equazione é

(0.41) y(t) = C1e¥ + Oyt —In[t|ed — 3, C1,Cy e R.
Dobbiamo infine imporre le condizioni iniziali per determinare C, Cs. Si ha
(0.42) y(1) =0 Cie? 4+ Che® —e* =0 C1+Cy = 1.
Essendo y/(t) = 3C1e3" + Co(e3 + 3te3) — 13 — 31n |t|e3! — 3¢, si ha
(0.43) y'(1) =0 < 3013 + 40 — e — 3¢3 = 0 = 3C) +4C, = 4.
Le condizioni (0.42)-(0.43) danno il sistema

{ Ci+Cy=1

3C1 +4Cy =4

e quindi C; = 0, Cy = 1. Sostituendo in (0.41), si ottiene infine la soluzione del problema
di Cauchy é data da

y(t) = te® — In[t|e3 — 3.
Poiché il dato iniziale é assegnato al tempo ¢y = 1, si conclude infine che la soluzione di
(0.39) é soluzione del problema (0.39) in (0, co).

OSSERVAZIONE. E importante osservare che le condizioni iniziali vanno imposte
dopo aver calcolato ’integrale generale dell’equazione non omogenea.

Metodo di somiglianza: Assumiamo che il termine notof(¢) in (0.22) sia della forma

(0.44) f(t) = Py (t)e cos(dt)
oppure della forma
(0.45) f(t) = Pp(t)e sin(8t)

ove P, (t) é un polinomio di grado m € N, 7,4 € R. In questo caso la soluzione
particolare dell’equazione non omogenea va cercata nella forma

(0.46) 7(t) = t*e [Qun(t) cos(8t) + Ry (t) sin(dt)]
ove
e k€ {0,1,2} é la molteplicita di v + 70 come radice dell’eq. caratt. (0.26);
0.47) { @ Qu(t) = amt™ + -+ + art + ag, Ryn(t) = bpnt™ + -+« + byt + by
sono due generici polinomi di grado m;
OSSERVAZIONE. Si noti che k = 0 se 7+ id non é radice di (0.26). Inoltre se nel termine

noto non sono presenti sin o cos allora § = 0 e la soluzione particolare cercata ¢é del tipo
7(t) = t*FQum(t)e? con le medesime condizioni in (0.47).
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ESEMmPI.

e Consideriamo 1’equazione

(0.48) y'(t) —y(t) =1+ t2

Cerchiamo prima la soluzione dell’equazione omogenea associata a (0.48). L’equazione
caratteristica é

(0.49) M —1=0
quindi A1 2 = *£1 e l'integrale generale dell’equazione omogenea ¢é
yo(t) = Clet + Cgeft, C1,Cy € R.

il termine noto f(t) = 1+t2 é della forma (0.44) con § = v = 0, m = 2. Poiché y+i6 = 0
non é radice dell’equazione caratteristica (0.49), allora k = 0 e cerchiamo una soluzione
particolare nella forma (vedi Osservazione 8)

5(t) = ast® + art + ag
con ag, ai, as da determinare. Derivando otteniamo
7 (t) = 2ast + ay
7" (t) = 2as
e sostituendo in (0.48), imponiamo che
2a9 — (a2t2 +ait + ap) = 2+ 1.

Affinché i due polinomi a destra e sinistra dell’'uguaglianza precedente coincidano deve
aversi

—ag = 1
—a] = 0
2a9 —ap =1
da cui as = —1, a1 =0 e ag = —3. Quindi la soluzione particolare é
ﬂ(t) = _t2 - 37

mentre 'integrale generale di (0.49)
y(t) = Cre' + Coe™" — 12 =3, (4,05 €R.

e Consideriamo ’equazione

(0.50) y'(t) +2y/(t) = t.

I’equazione caratteristica é

(0.51) M 420=0

quindi A\; =0 Ao = —2 . L’integrale generale dell’equazione omogenea é

yo(t) =C1+ 026_%, Cl, Cy € R.

Il termine noto f(t) =t é della forma (0.44) con § =y =0, m = 1. Poiché v+ id =0 é
radice semplice dell’equazione caratteristica (0.51), cerchiamo una soluzione particolare
nella forma

y(t) = t(art + ao)
con ag, a; da determinare. Derivando otteniamo

7' (t) = 2a1t + ap,

g,/(t) = 2a;.
Sostituendo in (0.50), imponiamo che

2a1 + 2(2a1t + ao) =1t.
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e quindi
2a1 + 2a9 =0
4a1 =1
da cui ay = 1/4, ap = —1/4. Quindi la soluzione particolare é
1, 1
g(t) = =t> — —t
mentre 'integrale generale di (0.50)
1 1
y(t) =C1+ 026_2t + th — Zt7 C1,Cy € R.
e Consideriamo 1’equazione
(0.52) Y (t) + 2/ (t) — y(t) = 2cos(3t).
L’equazione caratteristica é
(0.53) M42X-1=0
quindi A1 2 = —1 =% V2 . L’integrale generale dell’equazione omogenea é

Yo(t) = Crel 71V L Coe TV 0y 0y e R

Il termine noto f(t) = 2cos(3t) ¢é della forma (0.44) con v = 0, 6 = 3, m = 0 (una
costante é un polinomio di grado 0). Poiché v + id = 3i non é radice dell’equazione
caratteristica (0.53), cerchiamo una soluzione particolare nella forma

y(t) = ag cos(3t) + b sin(3t)

con ag, bg da determinare. Derivando otteniamo

7' (t) = —3ag sin(3t) + 3bg cos(3t),

7" (t) = —9ag cos(3t) — 9bg sin(3t)
Sostituendo in (0.52), imponiamo che
—9ay cos(3t)—9bg sin(3t)+2(—3ag sin(3t)+3bg cos(3t))—(ag cos(3t)+bg sin(3t)) = 2 cos(3t)
cioé

(—10ag + 6bg) cos(3t) + (—10by — 6ag) sin(3t) = 2 cos(3t)).

e quindi
—10ag + 6bg = 2
—6ag — 10bg =0
da cui ap = —5/34, by = 3/34. Quindi la soluzione particolare é

_ 5 3 .
g(t) = ~34 cos(3t) + 31 sin(3t),

mentre l'integrale generale di (0.52)

y(t) = Cle(flJr\/i)t + Cge(flfﬁ)t — % cos(3t) + % sin(3t), C1,Cy € R.



CAPITOLO 9
Funzioni Reali di Piu Variabili: limiti e continuita

In questo capitolo consideriamo funzioni reali di piu variabili reali, cioe funzioni definite
in un sottoinsieme di RV, N > 2, a valori reali. Per prima cosa diamo uno “sguar-
do” all'insieme ambiente, cioe consideriamo delle proprieta di RV che ne definiscono la
struttura.

La Struttura di RY

E ben noto (cfr. il corso di Geometria) che I'insieme
RN:{(:L‘L...,I’N): Z; Elezlv,N}

delle N-ple ordinate di numeri reali € uno spazio vettoriale sul campo dei numeri reali
con le ordinarie operazioni di somma tra vettori e moltiplicazione per uno scalare, cioe

o (z1,..,an) + (Yoo un) = (@1 + 91, - 2N YN,
e a(xy,...,zN) = (az1,...,0zN).

Dal nostro punto di vista identificheremo il vettore (z1,...,zx) con il punto dello spazio
Euclideo N-dimensionale con le corrispondenti coordinate.
Introduciamo su RY una norma, ciot un modo di misurare la lunghezza dei vettori,

definendo

H(‘rh 7$N)H =

(per il teorema di Pitagora ¢ immediato vedere che ||(x1,...,zxN)| misura la lunghezza
del vettore posizione che congiunge l'origine al punto di coordinate (z1,...,zy)). La
norma soddisfa le seguenti proprieta

o [[(z1,...,zNn)|| = 0e |(z1,...,2N)|| =0 < (21,...,25) = (0,...,0),

b Ha(xlv"‘7$N)”:’a"H(‘Tlv”’7$N)”v . . .

o [[(z1+y1,.-seny +uyn)| < (1, 2n)|| + (v, - -, yn)|| (disuguaglianza trian-

golare).

OSSERVAZIONE. E interessante osservare che per N = 1, la definizione di norma si riduce
a quella di modulo (cfr. pagina 8). Infatti, per = € R, (22)%/? = |z| e quindi ||z|| = |z|.

A partire dalla definizione di norma si puo introdurre il concetto di distanza tra punti
di RV definendo la distanza di (z1,...,2x) da (y1,...,yn) come la norma (lunghezza)
del vettore congiungente i due punti, cioe

H(xlv"-w'UN) - (yl,...,yN)H =

Osserviamo infine che per N = 2 o N = 3, piuttosto che utilizzare le notazioni (x1,x2)
e (z1,x2,x3), & pitt comodo utilizzare le notazioni senza indici (z,y) e (z,y, 2).
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Funzioni Reali di pitt Variabili Reali: Prime Proprieta

DEFINIZIONE 9.1. Una funzione f : X C RY — Y C R si dice funzione reale di piu
variabili reali.

EsempI (di funzioni di pit variabili reali). e f : R — R definita da f(x,y,2) =
22 + xyz + 2y + 2?2% (polinomio nelle variabili z, y, z di grado 4).

e f: X CR? = R definita da f(x,y) = /1 — 22 — y2. Si noti che in questo caso il
dominio di f ¢ l'insieme X = {(z,y) € R? : 22 +y? < 1}, ciog il cerchio di centro
I’origine e raggio 1.

e f:X CR?— R definita da f(z,y) = /(1 — 22)(1 — y2). Si disegni per esercizio il
suo dominio X.

Abbiamo visto nei precedenti capitoli che si puo visualizzare una funzione reale f di una
variabile disegnandone il suo grafico cartesiano in R2. Si osservi che il grafico

G(f) = {(:cl,...,a:N,f(xl,...,:cN)) : (.731,...,1’]\7) EX}

di una funzione f : X C RY — R ¢ un sottoinsieme di RV*!. Quindi il grafico di una
funzione si pud visualizzare soltanto se essa ¢ definita in R = R! oppure R?!

EseMPI (di grafici in R3).

z=x2+y?

W g
\ N
\ AN
“l\‘“\\\\\“‘"“‘%”lll/
\\aski%649 77
N7

FIGURA 66. Grafici di fi(x,y) = 22 +v% e fo(z,y) = 2% —y? per (z,y) €
[—1,1] x [-1,1].

Un altro modo per visualizzare le funzioni di piu variabili sono le curve (o linee) di
livello: Data f: X C RV = R e ¢ € R, si definisce curva di livello ¢ di f l'insieme
I.:={recX: f(z)=c} CRY.

Esempi concreti sono le isobare in una mappa meteorologica oppure le curve di livello in
una mappa topografica. Si nota che per alcuni valori di ¢ le curve di livello corrispondenti
possono essere 'insieme vuoto.

EsemPI (di curve di livello in R?).

Yy

FIGURA 67. Linee di livello . delle funzioni f;(x,y) = 2 +y? per ¢ =0,
1/16, 1/4, 1/2, 1 e fo(x,y) = 2% — 4 per ¢ =-1,-1/2,-1/4, 0, 1/4, 1/2,
1 con (x,y) € [-1,1] x [-1,1].
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Un vantaggio delle curve di livello rispetto ai grafici cartesiani & che, essendo definite
nello stesso spazio RY dove ¢ definita la funzione, consentono di “guadagnare” una
dimensione. Infatti, mentre non possiamo visualizzare il grafico di una funzione f :
R? — R, ne possiamo visualizzare le sue curve (o, meglio, superfici) di livello essendo
sottoinsiemi di R3.

EsEMPIO.

=V (1-2%)(1-y?)

FIGURA 68. Grafico di f(z,y) = /(1 — 22)(1 — y2) e le linee di livello
T, per (z,y) € [-2,2] x [-2,2] e ¢ =0, 0.2, 0.4,.. ., 2.6 , 2.8, 3.

Limiti di Funzioni Reali di piu Variabili Reali
L’idea che seguiremo per introdurre la definizione di limite in RY & molto simile a quella

seguita in R (in fondo basta sostituire il modulo con la norma) ed & basata sull’uso delle
successioni approssimanti il punto in cui vogliamo calcolare il limite.
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DEFINIZIONE 9.2 (Limiti per i Vettori). Data una successione di vettori (x,),en C RY,
ove z, = (zk,...,2}V) € RN per ogni n € N, diremo che (z,,)nen converge ad un vettore

ro € RV (e scriveremo  lim z,, = x¢) se ||z, — 20| — 0 per n — 0.
n—+oo

E facile verificare che nEIEOO |zn —z0]| = 0 & nll}r}rloosc}l =z} per ogni i = 1,...,N,

cioe se la successione (z,)nen converge componente per componente al vettore zg. Con
la definizione precedente di convergenza per una successione di punti (vettori) di RY,
possiamo estendere facilmente le definizioni date in R.

DEFINIZIONE 9.3. ¢ € R¥ si dice punto di accumulazione dell’insieme X C RY se esiste
una successione (2, )pen con

e z, € X per ognin € N,

e 1, # cperognin €N,

e lim z,=c
n—+o0o

DEFINIZIONE 9.4 (Limiti per le Funzioni). Sia f : X C RY — R una funzione reale di
pill variabili reali e sia ¢ € RV un punto di accumulazione di X. Allora diremo che

f tende al € R per x tendete a ¢
se per ogni successione (zp)neny C X \ {c} con ngrfoo Zn = c segue che ngrfoo flxn) =1

In questo caso scriviamo

lim f(x) =1 oppure ‘f(l‘) — | per x — c‘.
Tr—c
(OSSERVAZIONI. e Si osservi che la definizione di limite per funzioni di piu variabili

pud essere data solo per ¢ € RY | cioe al finito, poiché, a differenza di R, non essen-
doci un ordinamento naturale in RY non si puo definire una direzione privilegiata
secondo cui raggiungere oo in RV

e Il concetto di limite per le funzioni come definito sopra si basa su quello del limite
per le successioni. Come nel caso di R esiste anche un’altra possibilia di introdurre
limiti per le funzioni che non fa riferimento alle successioni.

e La definizione di limite in RY conserva molte delle proprieta di quella in R. In
particolare valgono i seguenti risultati

(i) unicita del limite;
(ii) le Regole per il calcolo dei limiti di una somma, differenza, prodotto, quoziente
di funzioni (cfr. pagina 46).

Calcolo dei Limiti in RY

Mentre come abbiamo visto la definizione di limite in RY non presenta particolari diffi-
colta aggiuntive rispetto al caso di R, il calcolo dei limiti presenta in questo caso delle
difficolta aggiuntive. Cio € dovuto al fatto che, rispetto al caso di R, possiamo avvicinarci
al punto in cui vogliamo calcolare il limite da molte direzioni e modi diversi. Per sempli-
cita ci restringeremo al caso di R? e sempre considereremo come punto di accumulazione

(0,0).
Una Condizione per la non Esistenza del Limite. Consideriamo il limite

lim Y
(z,y)—(0,0) 22 + 32

Si osservi che (0, 0) ¢ di accumulazione per R2\ {(0,0)}, dominio della funzione f(z,y) =
;;;2:874}1/;/2' Dato I'insieme delle rette che passano per l'origine, quindi y = mxz al variare di
m € R, si consideri la restrizione di f ad una di queste rette, cioe f(x,mz), e se ne
calcoli il limite per x — 0
2
me m
li =1l = .
250 f(@,mz) 200 22 + m2z? | 1+ m?
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Risulta quindi dal precedente calcolo che il limite di f per (z,y) — (0,0) dipende dalla
direzione scelta per avvicinarci all’origine, cioe dal parametro m, e quindi il limite non
esiste. In altre parole, se scegliamo successioni tendenti al punto di accumulazione da
direzioni diverse, i corrispondenti valori limite saranno diversi in contraddizione con la
definizione di limite.

PROPOSIZIONE 9.5 (Condizione necessaria). affinché il limite im, )00y f(,y) esista
e che esistano e siano uguali 1 limiti lir% f(x,mz) al variare di m € R.
T—

Si osservi che la proposizione precedente fornisce anche un candidato per il limite( %mr% : flx,y).
z,y)—(0,0

Infatti se tale limite esiste, esso deve coincidere con il limite lungo le rette.
Il seguente esempio mostra come la condizione precedente sia solo necessaria, ma non
sufficiente a garantire l'esistenza del limite. Consideriamo

2
lim — 7
(@.9)—(0,0) T4 + y?
Si ha che
: . ma? .
i%f(x,mx):i%mzo per ogni 0 #m € R

quindi tutti i limiti al variare di m € R esistano e sono uguali. Pertanto se il limite di f
esiste, deve essere uguale a 0.

Consideriamo ora la curva y = x2. Tale curva passa per il punto di accumulazione (0, 0),
quindi fornisce un altro modo per avvicinarsi ad esso. Consideriamo la restrizione di
f a tale curva e calcoliamone il limite per £ — 0, cioé muovendoci verso il punto di

accumulazione. Si ha

xt 1

lim f(z,z%) = lim ————— == 401!
z—0 f( ’ ) z—0 :134 + x4 2 ?é
Quindi abbiamo trovato una curva passante per il punto di accumulazione, muovendoci

lungo la quale troviamo un diverso valore del limite. Possiamo pertanto concludere che
2

il hm(z,y)%((],o) % non esiste.

OSSERVAZIONE. Le scelta della curva y = 22 ¢ stata fatta per ristabilire il rapporto

omogeneo fra le variabili x e y. Infatti sia al numeratore che al denominatore il rapporto
fra il grado della x e della y ¢ 2 a 1

Concludiamo questa prima parte con una osservazione generale per dimostrare la non
esistenza di un limite:

Per dimostrare la non esistenza di un limite ¢ sufficiente trovare due curve passanti per
il punto di accumulazione tali che i limiti (in una variabile) della funzione ristretta a
queste curve sia diverso (o non esista).

Una Tecnica per Dimostrare ’Esistenza del Limite. Fin qui abbiamo visto come
si puo dimostrare la non esistenza di un limite. Adesso vediamo come si puo dimostrare
lesistenza di un limite.
Coordinate polari: Ricordiamo (cfr. corso di Geometria) che un punto P del piano, oltre
che con le sue coordinate cartesiane (x,y), pud essere rappresentato con le coordinate
polari (p,9) € [0,00) x [0,2m).
Le formule di passaggio da coordinate cartesiane a coordinate polari sono date da
x = pcos(V) p =2+ y?
y = psin(V) tand = ¥
Si noti che la relazione tan1 = £ non puo essere esplicitata in quanto la funzione tan
non ¢ invertibile in [0, 27). Consideriamo un esempio
. 2:L"2y
im —.
(@9)—(0,0) #% + y?
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Y P

(z,y) in coordinate cartesiane
(p,¥) in coordinate polari

T

Ficura 69. Coordinate polari.

Innanzitutto osserviamo che limg_,o f(xz, mz) = 0 per ogni m € R, quindi se il limite [
esiste deve essere 0. Riscriviamo la funzione f in coordinate polari utilizzando le relazioni
precedenti, cioe

2p? cos? (1) - psin(v)
= p2 .

F@,y) = f(pos(d), psin(9))

Si ha, utilizzando |sin(9)|, | cos(9)| < 1,

23 cos? (1) sin("9)
2

lf(p,9) =1 = -0 =2p‘COSQ(19)SiII(T9)‘ <2p—0 per p — 0.
Si noti che p — 0 equivale a dire ||(z,y) — (0,0)|| — 0. Quindi abbiamo maggiorato
|f(p,9) — 1] con una quantita che dipende solo dalla distanza dall’origine (cioe p) e non
dalla direzione di avvicinamento (cioe 1) all’origine. La proprieta precedente consente
di concludere che il limite esiste e vale I. Riassumendo Per dimostrare che
lim f(z,y) =1

(z,y)—(0,0) (.9)
e sufficiente, avendo espresso la funzione in coordinate polari, ottenere una disugua-
glianza del tipo

[F(peos(®), psin(9)) — 1| < g(p)
ove la funzione g(p) tende a 0 per p — 0.

ESEMPIO. Si consideri

; sin(x?y) + 22 + 32
(z.y)=(0.0) z? +y° '

E facile verificare che lim,_.q f (z,mx) = 1 per ogni m € R, quindi se il limite [ esiste

deve essere 1. Si ha f(p,9) = sin(p? COS(?Qsmw)Hp P quindi

[f(p, 0) = 1] =

sin(p® cos(¥9) sin(¥)) ‘
2
Se procediamo utilizzando come prima |sin(?)|, | cos(?)| < 1, si ottiene

<1

sin(p? cos(19) sin (Y 1
RN PR AP

e quindi non possiamo concludere 'esistenza del limite. Tuttavia possiamo ricordare che
|sin(t)| < |t| per t € R, quindi per ¢t = p? cos(¥) sin(49),

‘f(p,’ﬁ) _l‘ =

<1
e N—
3 ) sin (v 3 ) sin (v
‘f(p,ﬁ)—l‘g |p° cos( 2)sm( )| Sp |cos(2)sm( )| <50 per p— 0.

p p
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Continuita
Come conseguenza della definizione di limite si puo dare la definizione di continuita

DEFINIZIONE 9.6 (Continuita). f: X € RY — R si chiama

e continua in xg € X se per ogni successione (zp)neny C X con x, — xp segue
f(zn) = f(xo) per n — 4o0.

e continua, se € continua in ogni z € X. Denotiamo con C(X) := {f : X - R :
f & continua} 'insieme delle funzioni continue su X.

Valgono molte delle osservazioni fatte nel caso di R.

OSSERVAZIONI. e La continuita si puo anche definire senza fare riferimento alle suc-

cessioni: f ¢ continua in zp <= per ognie > 0 esiste & > 0 tale che |f(z)—f(x0)| <
e per ogni z € X con |z — x| < 4.

e Se 9 € X & un punto di accumulazione di X, allora f & continua in xy <=
limg sz f(z) = f(20).

e Se xg € X non & un punto di accumulazione di X (in questo caso si dice anche che
xo € un punto isolato di X), allora f e sempre continua in xg.

e Somme, differenze, prodotti, rapporti e composizione di funzioni continue sono
continue.

ESEMPIO. Si consideri la funzione f : R? — R definita da f(z,y) = sin(zy + 22).
Essa risulta continua in quanto composizione delle funzioni continue p(z,y) = zy + 22
(polinomio in due variabili) e g(t) = sin(¢) (funzione continua su R).



CAPITOLO 10

Calcolo Differenziale per Funzioni Reali di pit Variabili

In questo capito si estendera il concetto di derivazione alle funzioni di piu variabili reali.

Introduciamo la definizione di intorno circolare di un punto zo = (29,...,2%). Per
zo = (29,...,2%) € RN e r > 0, definiamo intorno (circolare) di (z9,...,2%;) di raggio
r l'insieme

By(z0) = {z = (z1,...,2n) € RV ¢ ||z —m|| < 7}

Esso rappresenta il luogo dei punti che hanno distanza minore di r da xg. Se xg € Rer >
0, allora I'insieme By (z9) := {x € R: |z —x¢| < r} & dato dall'intervallo (xo —r,xo +7).
In R? esso geometricamente rappresenta il cerchio (esclusa la circonferenza) di centro
7o e raggio r ed in R3 la sfera (esclusa la superficie sferica) di centro zg e raggio r.

DEFINIZIONE 10.1. Dato un sottoinsieme X C R, un punto zq si dice interno a X se
esiste r > 0 tale che 'intorno B,(z9) C X.

il punto e intern minio di una funzione, vu ir iamo avvicinarci
Se il to e interno al do od a f one, vuol dire che possiamo avvicinarci al
punto da ogni direzione rimanendo all’interno del dominio. Una prima generalizzazione
del concetto di derivata e data dalla seguente

I Concetti di Derivabilita in RY
Derivabilita e Derivate Parziali.

DEFINIZIONE 10.2. Sia f : X C RYN - Re 29 = (z9,...,2%) € X, interno. Se, dato
ie{l,...,N} esiste

lim f@9 . 2+ h2) = @Y1 ) . af
h—0 h '8.1‘2'

(l’o) eR
allora f si dice derivabile parzialmente rispetto x; in xg con derivata parziale 3—1{2(:1:0).
Altre notazioni: fy,(xo) = Da, f(x0).

OSSERVAZIONE. Per N = 2, abbiamo la derivate parziali rispetto x

. f(wo + hyyo) — f(zo,90)  Of

ilzlg%) 3 =: %(550790)
e rispetto y

. f(xzo,y0 +h) — f(wo,y0)  Of

}L% 3 = Fy(fﬂoayo)

OSSERVAZIONE. Per spiegare il significato delle derivate parziali (abbreviate d.p. nel
seguito) consideriamo N = 2. La d.p. rispetto x corrisponde a fare la derivata ordi-
naria (cioe rispetto una variabile) della funzione g(z) = f(z,yo) che ¢ la restrizione
della f alla retta y = yo. Quindi essa fornisce informazioni sul comportamento (crescen-
za/decrescenza) della f lungo la retta y = yo nell’intorno del punto xy. Analogamente
per d.p. rispetto y, cfr. il grafico.

OSSERVAZIONE. Per calcolare le d.p. di una funzione, se le funzioni che la compongono
sono derivabili, ¢ sufficiente derivare in maniera ordinaria, considerando le altre variabili
come costanti. Ad esempio

e Se f(z,y) = 223y — 3 + 3zy, allora %(x, y) = 622y + 3y, g—g(z, y) = 223 — 2y + 3z
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A =f(zy)

» L
T, Yo
fo(@yyy)=9'(z)=tan(a) Fy(@ o) =h'(y,)=tan(B)
FicurA 70. Derivate parziali.
e Se f(z,y) = e + 42, allora ﬂ(JU y) = ey ﬂ(a: y) =e"Wr+ 2y
) ) 8x ) K 8y )

e Se f(z,y,z) = cos(zyz), allora %(x,y, z) = —sin(zyz)yz, g—g(:v, y,2) = —sin(zxyz)rz

o .

% (2, 2) = —sin(zy2)zy

Se peré le funzioni che intervengono non sono derivabili, bisogna passare attraverso la
definizione di d.p.. Sia f(z,y) = y|z|, allora in un punto del tipo (0,y), non possiamo
derivare direttamente rispetto x, ma dobbiamo passare attraverso la definizione

£2(0,y) = limg L) ZSO9) _yp wlAl_ { A sey #0;

h—0 h h—0 h 0, sey=0.

DEFINIZIONE 10.3. Sia f : X C RY — R e 29 € X, interno. Se f ¢ derivabile parzial-
mente rispetto x; in xo per ogni i € {1,..., N}, allora f si dice derivabile in x. In tal
caso si puo definire il vettore delle d.p.

Df(.’Eo) = <§i(l‘0), ey a?ﬂ{\[(:ﬂo)) S RN.
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Tale vettore si chiama gradiente di f in zg. Inoltre si usano anche le notazioni D f(x) =:

grad f(z) =: Vf(x).
Esempio. Se f(z,y) = 223y — y? + 3y, allora Df(z,y) = (62%y + 3y, 223 — 2y + 3z).

OSSERVAZIONE. Avendo dato una definizione di derivabilita & naturale chiedersi se essa
gode delle stesse proprieta del caso unidimensionale. Il seguente esempio mostra che non
e cosi!! Consideriamo la funzione

_ [ #e se (x,y) #(0,0);
f(g“’y)‘{o,+ e (2.y) = (0,0)

Abbiamo verificato (cfr. pagina 142) che tale funzione non ammette limite e quindi non
¢ continua in (0,0). Tuttavia in (0, 0) esistono le d.p.

8:5(0’0) hlg% h hli%h 0

e analogamente %(O, 0) =0.

Questa osservazione ci porta a concludere che la precedente definizione di derivabilita
non ¢ la corretta generalizzazione di quella unidimensionale. Si osservi che d’altra parte la
continuitd non implica la derivabilita, poiché ad esempio la funzione f(z,y) = /22 + y2
¢ continua, ma non ¢ derivabile in (0, 0).

Ricordiamo che per una funzione reale f : (a,b) - R e g € (a,b) di una variabile le
seguenti affermazioni sono equivalenti, cfr. pagina 74.

(a) f e derivabile in x.

(b) Esiste A € R tale che f(z) = f(zo)+A-(x—x0)+0(x—1x0). In particolare A = f'(x0).

Differenziabilitd. Abbiamo visto che generalizzando la prima proprieta non si ottie-
ne una proprietd soddisfacente in RY. Nella prossima definizione seguiamo il secondo
approccio

DEFINIZIONE 10.4. Sia f : X ¢ RY — R e xp € X, interno. Se esiste un vettore A € RY
tale che
f(x) = f(zo) + A+ (z —z0) +o([[x — 20]]) per x — o

allora f si dice differenziabile in xq (- denota in questo caso il prodotto scalare tra vettori
in RV).
(OSSERVAZIONI. e Se f ¢ differenziabile in x(, allora risulta che A = D f(x¢) e quindi

si ha

f(x) = f(xo) + Df(x0) - (x — wo) + o(|[x — wol|) per z — xo.
In particolare si ha che la
differenziabilitd = derivabilita.
Si dimostra come nel caso di R che la

differenziabilitd = continuita

Quindi derivabilita e continuita sono condizioni necessarie ma non sufficienti per
la differenziabilita (si veda l'osservazione sulla pagina 147)

e Ricordando la definizione di o(-) la condizione f(z) = f(zo) + Df(z0) - (x — x0) +
o(||x — zo||) per  — z¢ si puo riscrivere come

i &)~ (f (o) + Df(zo) - (x — x0))

z—z0 [l — o

=0 (limite in R!)
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e Il termine lineare nella definizione di differenziabilita fornisce 'equazione z =
p(z) = f(xo) + Df(zg) - (x — x0) del piano tangente p al grafico di f nel pun-
to xg, cioe il piano (o piu propriamente Iiperpiano) che localmente ha un unico
punto di intersezione con il grafico di f, cfr. il seguente grafico. Si osserva che per
N = 2 l'equazione del piano tangente e data da

p(z,y) = f(x0,y0) + Df(x0,y0) - (x — 0,y — Yo)
= f(w0,y0) + fz(z0,%0) - (x — x0) + fy(x0,0) - (¥ — o)

/— p(x,y)

T (x()ty()) Y

Ficura 71. Piano tangente.

La seguente proposizione fornisce una condizione sufficiente per la differenziabilta che a
volte risulta pitt semplice da verificare.

PROPOSIZIONE 10.5. Sia f: X C RY = R exg € X, interno. Se esiste r > 0 tale che f
¢ derivabile con continuita in B,(xo) (cioé le d.p. esistono e sono continue in By(xg))
allora [ ¢ differenziabile in xg.

Derivate Direzionali. Concludiamo le varie definizioni di derivabilita con quella di
derivata direzionale.

DEFINIZIONE 10.6. Sia f : X ¢ RN — R, 2y € X, interno, e v € RN un versore, cioe
||| = 1. Se esiste

i (B0 +h0) — fzo) _ Of
h—0 h Ov
allora f si dice derivabile rispetto la direzione v in xg con deriwata direzionale %(1‘0).
Altre notazioni: f,(xo) = Dy f(xo).

(zo) €R

OSSERVAZIONE. La derivata direzionale rispetto x corrisponde a fare la derivata ordina-
ria (cioe rispetto una variabile) della funzione F(t) = f(xo + tv), t € R, che & la restri-
zione della f alla retta y = xg+tv. Quindi essa fornisce informazioni sul comportamento
(crescenza/decrescenza) della f lungo tale retta nell’intorno del punto xg.

Se v coincide con i-esimo vettore della base canonica di R, cioe v = (0,...,0, 1 ,0,...
af . . of . S~
allora m(ﬂfo) coincide con la i-sima d.p. %(mo), cfr. il seguente grafico. i-esimo

Si ha il seguente importante teorema che lega gradiente e derivate direzionali. Oltre a
fornire una semplice regola per il calcolo delle derivate direzionale, esso ha applicazioni
in fisica.

TEOREMA 10.7 (Teorema del gradiente). Sia f : X ¢ RN — R, 29 € X, interno, e
v € RN un versore. Se f ¢ differenziabile in xo allora

() = Do) v
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A =fley) A F)=f(B+tv)
\ D, f(zq ) =F(0)=tan(y)

~—

FiGgurA 72. Derivata direzionale.

....... - F(%‘UQ

A/ Fo=(@4:9,)

\/

OSSERVAZIONE. Dal teorema precedente segue che se f ¢ differenziabile in xg, allora in
x¢ esistono le derivate direzionali secondo ogni direzione v.

ESEMPIO. Sia f(z,y) = 223y — y? + 3zy, v = (%, %) e (z,y) = (1,1). Allora

8f _ 1 1 _ 9 3 _12
=03 (J5 ) =%+ %= 5

OSSERVAZIONE. Diamo ora due significative proprieta geometriche del gradiente. Dal
teorema del gradiente si ha che
of D f(xo)
max ——(xo) = max Df(xg) -v=Df(xg) ——

vifJol=1 Ov v fJol|=1 1D f (o)l
(il prodotto scalare tra due vettori ¢ massimo se i due vettori sono paralleli e concor-
di). Quindi la derivata direzionale & massima nella direzione del gradiente. Ricordando
Iinterpretazione della derivata direzionale come misura del tasso di crescita di f in una
data direzione, possiamo concludere che il gradiente punta nella direzione di massima
crescita di f.
Consideriamo ora la curva di livello di f per il punto xg, cioé

Cfze) =1z € X 1 f(z) = f(w0)}

Supponendo che I'f(;, sia una curva regolare (potrebbe non essere vero), sia 7 il versore
tangente a [y, in xo. Poiché f & costante su I'y(,;) e muoversi lungo la direzione 7
corrisponde, a meno di termini di ordine superiore, a muoversi lungo la curva Iy, si
ha euristicamente

of

5, (20) =0

e quindi dal Teorema del Gradiente D f(xg) - 7 = 0. Ricordando che il prodotto scalare
tra due vettori & nullo solo se i due vettori sono perpendicolari, concludiamo che D f(z()
e ortogonale alla curva di livello di f per xg.

Derivate di Ordine Superiore

DEFINIZIONE 10.8. Se f ¢ derivabile parzialmente rispetto x; ed ¢ tale che % € nuova-
mente derivabile parzialmente rispetto la variabile x;, allora possiamo definire

2
ng (§i> =: azéfmj = derivata seconda di f rispetto x; e z; =: Dii’mjf =t fu;z;

e si puo continuare in questa maniera considerando derivate parziali di ordine superiore.

EsEmMPIO. Sia f(z,y) = 22%y — y? + 3wy, allora fu(z,y) = 123y, fu(2,y) = 2,
fmy(x7y) = fyx(x;y) = 62 + 3.
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Osserviamo che le derivate parziali f;, e fy; coincidono nell’esempio precedente. E
Or — 0L
xiax]- - Bwjaxz

seguente teorema garantisce che sotto opportune condizioni ’ordine non e importante.

naturale chiedersi se conta I'ordine rispetto cui deriviamo, cioe se 3

TEOREMA 10.9 (Teorema di Schwarz). Sia f : X ¢ RV = R, zg € X, interno. Se in

. ) . . O%f o f
g esistono e sono continue entrambe le derivate parziali 5 - 9z; (z0) e T, 007 (z0), allora

esse coincidono, cioé
0% f
8$i8l‘j

_ P
N 6$j61‘1

(20) (w0)-

Supponiamo che la funzione f ammetta in x( tutte le derivate seconde e consideriamo
la matrice N x N definita nel seguente modo

02 f o2 f o2 f
o) oo mg
Hf(mo) — Ox20x1 (;UO) Ox20x2 (.T()) T Ox20x N (xo)
0?2 . 0? . 0?2 .
8xNéJ;x1 (ﬂfo) 8:!21\]£x2 (SU(]) e BxNng (f[))

Quindi nell’s-esima riga abbiamo le derivate seconde fatte prima rispetto alla variabile
x; e poi rispetto alle altre variabili (in ordine crescente). La matrice H f(z¢) ¢ detta
matrice Hessiana di f in xg.

Dal teorema di Schwarz segue che la matrice Hessiana ¢ simmetrica. Si vedra nel corso
di Analisi Matematica 2 che questo fatto ha importanti conseguenze nella ricerca degli
estremi locali di funzioni di piu variabili.

EseEmPIO. Sia f(z,y) = 223y — y? + 32y, allora

122y 622 +3

Estremi in RY

In questa sezione studieremo condizioni necessarie e condizioni sufficienti per caratte-
rizzare i punti di massimo e minimo locale per una funzione f : RN — R. Iniziamo con
il dare la definizione di punti di estremo locale. Si ricordi che B,(zp) denota 'intorno
circolare di raggio r di un punto g = (9,...,2%), i..

By (z0) = {x: (Z1,...,2N) c RN . |z — x| < r}.

DEFINIZIONE 10.10. Sia f : X € RY — R una funzione reale di pii1 variabili reali, allora

e 19 € X si dice punto di minimo locale, se esiste r > 0 tale che f(zg) < f(z) per
ogni z € X N By(x0); se zp ¢ un punto di minimo locale, f(xo) si dice minimo
locale;

o 19 € X si dice punto di massimo locale, se esiste r > 0 tale che f(xg) > f(z) per
ogni x € X N By(z0); se o € un punto di massimo locale, f(x¢) si dice massimo
locale;

e se xg € un punto di minimo o di massimo locale, allora zg si dice punto di estremo
locale mentre f(xg) si dice estremo locale.

Condizioni necessarie per gli estremi locali. Nel caso unidimensionale la condi-
zione necessaria per i punti di estremo locale é data dal Teorema di Fermat. Andiamo
a vedere come questa condizione si generalizza al caso N-dimensionale (si ricordi che,
dato un sottoinsieme X C RY, un punto zg si dice interno a X se esiste r > 0 tale che
B, (1‘0) cX )
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TeOREMA 10.11 (Teorema di Fermat). Sia f : X C RY — R e z9 € X un punto
di estremo locale per f in X. Se f ¢é differenziabile in xg e xg € interno a X, allora
Df(xo) =0, cioé

0

anl(l‘O) =0

95 (45) = 0

oz N

OSSERVAZIONI. Valgono riguardo al Teorema di Fermat alcune osservazioni simili al caso
unidimensionale

e Il Teorema di Fermat vale solo nei punti interni ad X. Cioe se o € X € un punto
di estremo locale di f, ma xg non ¢é interno ad X, allora non é necessariamente
vero che D f(xg) = 0.

e Se Df(xzp) = 0 allora z si dice punto critico oppure punto stazionario di f.

e Il Teorema di Fermat fornisce soltanto una condizione necessaria ma non sufficiente
per estremi locali, cioe mon ogni punto critico € un punto di estremo locale. Basta
considerare f(x,y) = 22 — 2 per (z,y) € R% Allora Df(x,y) = (2x, —2y) e quindi
(x0,90) = (0,0) & un punto critico per f ma non & un punto di estremo locale.
Infatti f(z,0) ha un punto di minimo locale per zy = 0, mentre f(0,y) ha un
punto di massimo locale per yo = 0 (vedi figura 73).

FIGURA 73. Grafico di f(z,y) = 22 — 3>

PROBLEMA. Come si pud stabilire se un punto critico di una funzione di piu variabili é
un punto di estremo locale?

Nel caso unidimensionale si utilizzano due metodi:

e Lo studio del segno della derivata prima nell’intorno del punto critico
e Il segno della derivata seconda (o della prima derivata non nulla) nel punto critico

Andiamo a vedere come il secondo metodo pué essere esteso al caso IN-dimensionale.

Condizioni sufficienti per gli estremi locali. Introduciamo alcune definizioni pre-
liminari. Nel seguito indicheremo con

z1

TN
un vettore colonna e con ' il suo trasposto (vettore riga).

DEFINIZIONE 10.12. Una matrice simmetrica A si dice

e definita positiva (negativa) se x7 Ax > 0 (< 0) per ogni z € RN, 2 # 0;
o semi-definita positiva (negativa) se 7 Az > 0 (< 0) per ogni x € RV, x #£ 0;
e indefinita se esistono 1, T tali che :L“F{A:rl >0e :EgAwg <0

ESEMPIO.
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(1) La matrice identita

A= Do

0 ... 1

é definita positiva. Infatti per ogni vettore z € RN, z # 0
e Ax =2+ ...2% > 0.

Analogamente la matrice A = —1I é definita negativa.

(2) La matrice
1 0
=(o %)

>_1>0,

>:—1<0.
10

=(00)

é semi-definita positiva poiché x7 Az = 2 > 0 per ogni vettore x = (v1,22) € R2.
D’altra parte 27 Az = 0 per ogni vettore del tipo = = (0, z3).

¢ indefinita. Infatti

=)
—
D
_o O

(3) La matrice

TEOREMA 10.13 (Condizioni sufficienti per gli estremi locali). Sia f : X C RN — X,
f € C*X) e xp € X un punto critico per f interno a X e sia Hf(wo) la matrice
Hessiana di [ in xg. Allora

(1) se Hf(xg) € definita positiva, xo € un punto di minimo locale;

(2) se Hf(xo) € definita negativa, xo € un punto di massimo locale;

(3) se H f(xg) € indefinita, xo non é un punto di estremo locale e si dice punto di sella.

DIMOSTRAZIONE. Se f € C%(X) e xp é interno a X, si ha dalla Formula di Taylor del
2° ordine con il resto di Peano centrata in x

f(@) = fzo) + Df(xo) - (z — x0) + %(fﬂ —20)" H f(wo) (2 — wo) + o(lz — wo|*)

for x — x(. Poiché per ipotesi D f(xg) = 0, allora

f(x) = flxo) = %(ﬂ«“ —20)" H f(wo) (2 — o) + oz — wo|*)

Per z vicino a zg il resto o( ||z — x¢||?) é trascurabile rispetto al termine del 2° ordine e
quindi il segno di f(x) — f(xo) é dato dal segno di (z — z0)” H f(20)(x — x0). Quindi
1) se Hf(xg) é definita positiva, allora f(z) — f(z¢) > 0 e quindi f(x) > f(zp) per x
vicino a xg. Ne segue che xy é un punto di minimo locale;

2) se H f(xo) é definita negativa, allora f(z) — f(x0) < 0 e quindi f(x) < f(zo) per x
vicino a xg. Ne segue che g é un punto di massimo locale;

3) se Hf(xg) ¢é indefinita esistono punti comunque vicini a zg tali che f(x) — f(zo)
cambia segno. Ne segue che xy non é un estremo locale. O

OSSERVAZIONI.

e Si osservi che nel caso in cui H f(xo) é solo semi-definita (positiva o negativa) nulla
si pué concludere sulla natura del punto critico, come si vede dagli esempi fi(z,y) =
zt +yt e fo(z,y) = —2* — y*. Entrambe queste funzioni hanno un punto critico in
(xo,y0) = (0,0) e la corrispondente matrice Hessiana, essendo identicamente nulla, é
semidefinita in (0,0). Tuttavia la funzione f; ha un punto di minimo assoluto (e quindi
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locale) in (0, 0), mentre la funzione fo ha un punto di massimo assoluto (e quindi locale)
in (0,0).

e Si osservi che nel caso N = 1 il teorema precedente contiene un risultato gia visto
in precedenza. Infatti per una funzione f : R — R, la matrice Hessiana é una matrice
1 x 1 data dalla derivata seconda (f”(x)). Quindi H f(zo) = (f" (o)) é definita positiva
(negativa) se f”(zp) > 0(< 0). In tal caso il punto critico é rispettivamente un punto
di minimo locale (massimo locale). La matrice é semidefinita se f”(xzo) = 0 e in questo
caso occorre studiare il segno delle derivate di ordine superiore per stabilire la natura
del punto critico. Ovviamente una matrice 1 x 1 non pué essere indefinita.

A questo punto risulta importante trovare delle condizioni per controllare in maniera
semplice se una matrice simmetrica sia definita positiva o negativa poiché le condizioni
date nella Definizione 10.12 non sono di immediata verifica; si tratta infatti di risolvere
la disequazione in N variabili z7 Az < 0.

La prima condizione che andiamo ad enunciare é basata sullo studio degli autovalori
della matrice.

OSSERVAZIONE. Si ricordi che A € C é detto autovalore di una matrice quadrata N x N
A se det(A — A\I) = 0. Poiché det(A — A\I) = 0 é una equazione algebrica di ordine
N nell’incognita A, essa ammette sempre N soluzioni contate con la loro molteplicita.
Quindi la matrice A ammette sempre N autovalori A, € C, k=1,...,N.

Un risultato importante nella teoria delle matrici afferma che una matrice simmetrica
A ammette sempre autovalori reali. Il teorema seguente fornisce delle condizioni per
stabilire se una matrice simmetrica é definita o indefinita in base al segno degli autovalori.

TEOREMA 10.14. Sia A una matrice simmetrica N X N e {)\k}fc\;l it suoi autovalori.
Allora
o A ¢ definita positiva se e solo se A\, > 0 per ogni k=1,...,N.
o A ¢ definita negativa se e solo se A\, <0 per ogni k=1,...,N.
e A ¢ indefinita se e solo se esistono un autovalore A, positivo e un autovalore \p,
negativo.

Quindi, se siamo in grado di calcolare gli autovalori della matrice Hessiana H f(xg)
possiamo stabilire la natura del punto critico x¢. Tuttavia il calcolo degli autovalori di
una matrice A richiede il calcolo delle radici dell’equazione algebrica di ordine N

det(A— M) =0.

Per valori di N > 3 non sempre é semplice risolvere ’equazione precedente. Vediamo
ora una condizione che richiede solo il calcolo del determinante di N sotto-matrici di

H f(xo).

DEFINIZIONE 10.15. Data una matrice N x N A si definiscono minori principali di A
le N sotto-matrici Ag, k = 1,..., N, ottenute prendendo gli elementi appartenenti alle
prime k righe ed alle prime k colonne di A

a1l ars ail a2 a3
Ay = (an), A2=<a21 a22>’ Az = a2 axn a3 |,..., Av=A
azyr az2 ass
Si ha il seguente criterio per stabilire se una matrice simmetrica risulta definita positiva

o negativa. Tale criterio ovviamente andra applicato alla matrice Hessiana di f ne punto
critico xg.

PROPOSIZIONE 10.16 (Criterio di Hurwitz). Sia A una matrice simmetrica e siano Ay,
k=1,...,N, i suoi minori principali. Allora
o A ¢ definita positiva se e solo se det(Ag) > 0 per ogni k =1,...,N;
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o A € definita negativa se e solo se (—1)F det(Ay) > 0 per ogni k=1,...,N.

Nel caso di una funzione f : R? — R, il criterio di Hurwitz fornisce il seguente semplice
metodo per verificare la natura del punto critico.

PROPOSIZIONE 10.17 (Condizioni sufficienti per gli estremi locali di funzioni di 2 varia-
bili). Sia f: X C R?2 = R, f € C*(X), (z0,40) € X un punto critico per f interno a
X e sia Hf(xo,y0) la matrice Hessiana di f in (xo,y0) . Allora

(1) se det(H f(xo,y0)) >0 e %(mo,yo) >0, (xo,y0) € un punto di minimo locale;
(2) se det(H f(xo,y0)) >0 e %(wo,yo) <0, (zo,y0) € un punto di massimo locale;

(3) se det(H f(xo0,y0)) <0, (x0,y0) € un punto di sella.

OSSERVAZIONE. Se det(H f((zo,y0)) = 0, la matrice Hessiana é indefinita e nulla si
pudé concludere sulla natura del punto critico. In questo caso bisogna ricorrere ad altre
tecniche per determinare la natura del punto critico.

ESEMPI.
e Sia f(z,y) = 22 + 9% Allora f € C*(R?) e Df(z,y) = (2x,2y). L’'unico punto critico

di f é il punto (0,0). Si ha
2 0
Hf(0,0) = < 0 92 >

Poiché det(H f(0,0)) =4 > 0, 22£(0,0) = 2 > 0, si ha che (0,0) é un punto di minimo

" 9z2

locale (in realtd anche assoluto poiché f(0,0) = 0 < f(x,y) per ogni (z,y) € R?).
o Sia f(x,y) = 22 —y2. Allora f € C*(R?) e Df(z,y) = (27, —2y). L’unico punto critico

di f é il punto (0,0). Si ha
2 0
0.0 =(5 %)

Poiché det(H f(0,0)) = —4 < 0, (0,0) é un punto di sella.

o Sia f(z,y) = 322y + 4y® — 322 — 122 + 1. Allora f € C?(R?) e (
6z, 3x2 + 12y% — 24y). I punti critici di f sono (0,0), (0,2), (2,1), (2,1

6(y — 1 6z
Hf(I’y):( (y()’x ) 24(y — 1)

(1) Poiché
-6 0
si ha det(H f(0,0)) = 144 > 0, %(0,0) = —6 < 0, allora (0,0) é un punto di
massimo locale.
(2) Poiché
6 0
Hf(072) = < 0 24 )

si ha det(H f(0,2)) = 144 > 0 , ‘327’;(0,2) =6 > 0, allora (0,2) é un punto di

minimo locale.
0 12
Hf(2,1) = ( 50 )

(3) Poiché
si ha det(H f(2,1)) < 0, allora (2,1) é un punto di sella.
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0 —12
Hf(_271)_ ( —12 0 >
si ha det(H f(—2,1)) < 0, allora (—2,1) é un punto di sella.

(4) Poiché



CAPITOLO 11

Funzioni a Valori Vettoriali

Fin qui abbiamo considerato il caso di funzioni il cui codominio fosse R. In questo
capitolo consideriamo il caso di funzioni il cui codominio & uno spazio euclideo RM con
M > 1.

EsEmp1o. Consideriamo un punto materiale che si muove nello spazio in un intervallo
di tempo [0, T]. Siano (z(t),y(t), z(t)), t € [0,T], le sue coordinate. Risulta cosi definita
una funzione a valori vettoriali f : [0,7] C R — R?, f(t) = (z(t),y(t), 2(t)).

DErINIZIONE 11.1. Una funzione f : X C RN 5V C RM & dice funzione a valori
vettoriali.

Si osservi che definire una funzione f : RY — RM equivale a dare M funzioni f; : RN —
R,i=1,..., M. Infatti ad ogni (x1,...,2xN) associamo il vettore

(Y1,---,YN) = (fl(ajl,...,xN),...,fN(xl,...,xN)).

Ad esempio f : R? — R3 tale f(x,y) = (2y,e",2?) ¢ definita dalle tre funzioni f; :
R?2 — R, i = 1,2,3, date dalle sue componenti, cioe fi(x,y) = zy, fo(z,y) = €%,
fa(x,y) = x2. Si osservi che da questa identificazione segue che il dominio della funzione
a valori vettoriali ¢ dato dall’intersezione dei domini delle sue componenti.

Utilizzando 'identificazione tra funzione a valori vettoriali e le sue componenti possiamo
facilmente estendere alcune definizioni date nel caso di funzioni reali di piu variabili reali.

DEFINIZIONE 11.2. Sia f : X C RV — RM g5 € RN, [ = (I1,....Iy) € RM allora
limgyq f(z) = | <= limy_y, fi(x) = 1;, ¢ = 1,..., M (cioe¢ se la convergenza si ha
componente per componente).

OSSERVAZIONE. Dalle corrispondenti proprieta dei limiti di funzioni di pit variabili segue

e unicita del limite;

e regole per il calcolo dei limiti (in questo caso, poiché il codominio € uno spa-
zio vettoriale avremo somma e moltiplicazione per uno scalare componente per
componente);

e limite della funzione composta.

Dalla definizione di limite deduciamo immediatamente la definizione di continuita

DEFINIZIONE 11.3. Sia f : X ¢ RV — RM™ ¢ 25 € X un punto di accumulazione di
X. Allora f si dice continua in xg <= lim,_,, f(x) = f(zo) 0, equivalentemente, <
lim, ., fi(z) = fi(xo), i =1,..., M (cioé tutte le componenti f; di f sono continue in
1’0).

DEFINIZIONE 11.4. f: X C RV = RM 2, € X, allora f si dice derivabile in zy <=
fi(x) & derivabile in xg, i = 1,..., M (cioe tutte le componenti sono derivabili in z).

DEFINIZIONE 11.5. f: X C RN = RM 2, € X, allora f si dice differenziabile in zo <=
fi(x) & differenziabile in xg, i = 1,..., M (cioe tutte le componenti sono differenziabili
in zg), cioe se

fi(x) = fi(xo) + Dfi(xo) - (x —x0) + o(||x — zo||) perz—aoVi=1,..., M.

156
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OSSERVAZIONE. Introduciamo una notazione matriciale, che risultera utile anche in se-
guito, per riscrivere la precedente definizione di differenziabilita. Definiamo i vettori
colonna

fi(x) 9 r1 — 29
f(:E) = ) Zo = ) T — Ty = :
fau(z) 2 zy — 2%
e la matrice M x N, detta matrice Jacobiana di f in xg
] 2]
(o) ... H(a0)
Jr(xo) = : : :
] 2]
Poian) .. Gr(ao)

Allora la condizione di differenziabilita si puo riscrivere in notazione matriciale come

f(x) = fzo) + J¢(xo) - (¢ — o) + o[l — zol]) per z — zo.
Derivata della Funzione Composta. Adesso diamo una regola per la Jacobiana della
funzione composta, che generalizza al caso delle funzioni a valori vettoriali la regola della
catena per la derivata della funzione composta.
TEOREMA 11.6. Sia f: RY — RM differenziabile in xq e sia g : RM — RE differenzia-
bile in yo := f(xg). Allora la funzione composta go f : RNV — RE ¢ differenziabile in zq
con

Jgos(w0) = Jy(f(w0)) - Tp(wo) |

Questa formula si chiama Regola della Catena.

OSSERVAZIONE. Ovviamente per N = M = K = 1 ritroviamo la regola della catena per
le funzioni reali.

ESEMPIO. Sia f:R — R? g:R? - R, allorago f:R =R, go f(s) = g(fi(s), f2(s)) e
(9o06) = ( $AELRE. BRE.A6) ) () -
= P (R(s) £o9) - )+ S (). £2(5) - 55

Trasformazioni Regolari di Coordinate

Un caso particolarmente importante delle funzioni a valori vettoriali € quello in cui spazio
di partenza ed arrivo coincidono, cioe M = N.

DEFINIZIONE 11.7. Una funzione f : X C RY — Y C R¥ si dice una trasformazione di
coordinate .

Un esempio di trasformazione di coordinate ¢ I’applicazione lineare (cfr. Corso di Geo-
metria) f: RY — RN, f(z) = Az, ove A & una matrice N x N (vedremo pill avanti
altri esempi significativi). Sappiamo che se det(A) # 0, la trasformazione f si puo in-
vertire, cio¢ si puo definire una trasformazione f~! : RY — R (nel caso in questione
fHy) = A7 -y) tale che f~(f(z)) = =.

PROBLEMI. Data una trasformazione di coordinate f : X C RN — Y C R¥, sotto quali
condizioni su f essa si pud invertire? cioe sotto quali condizioni esiste f~!:Y C RN —
X CRY tale che f~1(f(x)) = x?

DEFINIZIONE 11.8. Una trasformazione di coordinate f : X € RY — R¥ si dice regolare
se f € CY(X) (cioe le d.p. di f esistono e sono continue in X) e det(Jf(z)) # 0 eccetto
al pitt “alcuni punti” ! (punti singolari della trasformazione).

Iper chiarire il significato di “alcuni punti” andrebbe introdotta una misura su R . Basti sapere che la
condizione & verificata se tali punti sono un insieme di dimensione N — 1.



158 11. FUNZIONI A VALORI VETTORIALI

Si osservi che se det(J¢(zg)) # 0 allora J¢(zg) € una matrice invertibile. Si ha il seguente
teorema di invertibilia locale

TEOREMA 11.9. f: X C RN — RY una trasformazione regolare di coordinate e xg € X
tale che det(Jy(xg)) # 0. Allora esiste un intorno U(xg) di xo e un intorno V(yo) di
Yo = f(wo) tale che f:U(zo) — V(yo) & invertibile. Inoltre f=1: V(yo) — U(xo) ¢ una
trasformazione regolare di coordinate e

Jp-1(y) = J; ' (x)

ove J;l ¢ linversa della matrice Jacobiana di f e f(x) =y.

La formula precedente generalizza la formula di derivazione della funzione inversa ( f _l)l(yo) =
7f’(1xo) a cui si riduce per N = 1. La condizione det(J¢(zo)) # 0 equivale a f’(zo) # 0.

Vediamo ora alcuni esempi di trasformazioni regolari di coordinate
EseEmpI1O. 1l primo esempio e dato dalla trasformazione lineare
fz)=A -z =(an171 + -+ aiNTN,...,aN171 + ... ANNTN)

Allora Jy(x) = A per ogni x e det(Jf(xp)) # 0 equivale a det(A) # 0. Ritroviamo in
questo caso il ben noto risultato: la trasformazione ¢ invertibile se e solo se A & non
degenere, inoltre I'inversa non ¢ solo locale ma definita globalmente su RY.

EsEmPIO (Coordinate Polari). Vediamo ora le coordinate polari che abbiamo gia richia-
mato a pagina 142 come una trasformazione di coordinate. Sia

f:[0,00) x [0,27) — R?
(p, ) = (pcos(¥), psin(¥))

cioe essa fa corrispondere alla coppia (p, 1) il punto del piano di coordinate (z,y) =

(pcos(¥), psin(d)). Si ha
cos(¥) —psin(¥)
Tr(p0) = ( () peos(d) )

quindi det J¢(p, ) = pcos?(¥) + psin?(¥) = p. Quindi l'origine, che corrisponde a p = 0
¢ 'unico punto singolare della trasformazione, quindi le coordinate polari sono una
trasformazione regolare di coordinate.

Esempio (Coordinate Cilindriche). Vediamo ora le coordinate cilindriche in R3. Esse
sono data dalla terna (p,9,t) € [0,00) x [0,27) x R, cfr. il seguente grafico.
Il Legame tra coordinate cilindriche e coordinate cartesiane e dato dalle seguenti relazioni

x = pcos(V)
y = psin(?)
z=1

Come nel caso delle coordinate polari, possiamo vedere le coordinate cilindriche come
una trasformazione di coordinate in R? definita nel seguente modo

f:[0,00) x [0,27) x R — R3
(p,0,t) — (pcos(¥), psin(), t)
Si ha
cos(¥) —psin(¥) 0
Je(p,0,t) = | sin(¥) pcos(¥) 0
0 0 1

quindi det J¢(p,¥,t) = p e in questo caso I'insieme dei punti singolari, che corrisponde
a p =0, e I'asse z della trasformazione.
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A A
et R : z \
S Y P=(aye) P07,
: =(pdit) : K L =(p0yp)
p
: y. > y R
: v /'/ 9
: p -
Coordinate cilindriche Coordinate sferiche

FIGURA 74. Sistemi di riferimento in R3.

Esempio (Coordinate sferiche). Concludiamo infine con le coordinate sferiche in R3.
Esse sono date dalla terna (p, 9, ) € [0,00) x [0,27) x [0, 7], cfr. il seguente grafico. Il
passagio da coordinate sferiche e coordinate cartesiane ¢ dato dalle seguenti relazioni
x = psin(p) cos()
y = psin(p) sin(v)
2 = poos()
Le coordinate sferiche inducono la trasformazione di coordinate in R? definita nel se-
guente modo

f:[0,00) x [0,27) x [0,7] — R?
(p, 0, 0) = (psin(p) cos(d), psin(p) sin(d), pcos(¢))

Si ha
sin(p) cos(¥)  pcos(p) cos(¥) —psin(p) sin(F)
Jr(p,9,0) = | sin(p)sin(?) pcos(p)sin(d)  psin(p) cos(V)
cos(p) —psin(p) 0

quindi det J¢(p,9,t) = p*sin(yp) ed anche in questo caso l'insieme dei punti singolari,
che corrisponde a p = 0, sin(¢) = 0,7, & lasse z.



CAPITOLO 12

Calcolo Integrale per Funzioni di piu Variabili

Integrali Doppi: Definizione e prime Proprieta

Per semplicita considereremo solo il caso in cui la funzione da integrare & definita da
R? in R. Tuttavia la costruzione dell’integrale di Riemann che andiamo a descrivere
potrebbe essere ripetuta (con opportune notazioni) in RN,

In questo caso il problema geometrico ¢ il seguente

PROBLEMA. Data una funzione f : X C R? — R limitata, calcolare il volume V'
compreso tra il grafico di f e ed il piano xy.

Come nel caso degli integrali in una variabile, 'idea & di approssimare il volume V da
sotto e da sopra, cioe per eccesso e per difetto. Si tenga conto perd che in questo caso
la geometria del dominio X puo essere complicata e quindi difficile da scomporre in
sottodomini. Pertanto considereremo dapprima il caso in cui il dominio ¢ un rettangolo.

Domini Rettangolari. Consideriamo il caso in cui X = [a,b] X [¢,d]. Creiamo una
partizione di X in rettangoli a partire da partizioni di [a, b] e [c, d].
e Data una partizione P, = {a = g, z1,x2,...,2, = b} di [a,b] e una partizione
Py, = {c = yo0,y1,¥2,...,Ym = d} di [¢,d], consideriamo una partizione P, =
P, x P, di [a,b] x [c,d] nei rettangoli
Rij = [:ci_l,a:i] X [Z/j—lyyj] 1=1,....,n, 7=1,...,m.
Se P,y ¢ una partizione di [a,b] x [c,d], allora definiamo per i = 1,...,n,, ,j =
1,....m
mij ‘= lnf{f($7y) : (l'ay) € le}7
MZ] = sup{f(x,y) : (Jf,y) € RZ]}7
|Rij| := (zi — xi—1) - (yj —yj—1) = area del rettangolo R;;,
n m
S(f, Pry) = Z Zmij -|Rij| =: somma inferiore,
i=1 j=1

n m
S(f, Pry) = ZZMW - |Rij| =: somma superiore.
i=1 j=1

Quindi per ogni partizione P, di X vale
S(fapzy) SV< S(fapxy)a
cioe le somme inferiori sono sempre approssimazioni di V' per difetto mentre le somme
superiori danno sempre approssimazioni per eccesso. Percio
e piu grande & s(Pyy, f) migliore ¢ 'approssimazione,
e piu piccolo & S(P,y, f) migliore & I"approssimazione.
Se non c’¢ differenza tra la migliore approssimazione da sotto (cio¢ quella piu grande)

e quella migliore da sopra (cioe quella piu piccola), allora il problema ¢ (teoricamente)
risolto e f si dice integrabile.

160
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DEFINIZIONE 12.1. Sia f : X := [a,b] X [¢,d] — R limitata. Se
sup{s(ny, f) : Pyy partizione di X} = inf{S(ny, f) : Pyy partizione di X} =1,

allora f si dice integrabile (secondo Riemann). In questo caso si pone V =1 e

//X flo.y)dody =1

si dice integrale doppio di f (= funzione integranda) in X (= dominio dell’integrazione).

ESEMPI. e Se f ¢ costante, cioe f(z,y) = ¢ per ogni (z,y) € X := [a, b] X [c, d] ¢ facile
verificare dalla definizione che f ¢ integrabile con [ f(z,y)dz = c-(b—a)-(d—c).
e Per costruire un esempio di funzione non integrabile, si puo estendere la funzione

di Dirichlet (cfr. pagina 51) in R?. La funzione

J1 se (z,y) € ([a,0] \ Q) x [c,d]
fay) = {0 se (2,y) € (Ja, ] N Q) x [¢,d]

non ¢ integrabile. Infatti, come nel caso dell’esempio unidimensionale, per ogni
partizione P, di [a,b] si ha che ogni intervallo [z;_1,x;] contiene sia punti razionali
(in cui f ammette il valore 0) si punti irrazionali (in cui f ammette il valore 1).
Quindi segue m;; = 0 e M;; = 1 per ogni ¢ = 1,2,...,n, 7 = 1,2,...,m. Cosl
risulta per ogni partizione Py,

S(Pa:yaf) :07& (b_a) -(d—C) :S(nyaf)
per cui f non ¢ integrabile.

Domini Generali. Ora estendiamo la precedente costruzione al caso di un generico
sottoinsieme limitato di R? ¢ f : X € R? — R. Dato R un rettangolo contenente X,
definiamo

r _ f(xay)v se (xvy)EXa

f(m,y)—{ 0, se (z,y) e R\ X.

cioe estendiamo f ponendola 0 fuori da X. Si osservi che f & definita in un rettangolo
e quindi per essa si puo definire 'integrale come visto in precedenza.

DEFINIZIONE 12.2. Sia f : X — R limitata e X C R? limitato. Se dato R contenente
X, la funzione f definita come sopra risulta integrabile in R, allora f si dice integrabile
(secondo Riemann) in X. In questo caso si pone

/ /X fay)dody = [ /R Flw,y) dody

OSSERVAZIONE. Si puo dimostrare che la definizione precedente ¢ indipendente dal-
la scelta del rettangolo R. D’altra parte si osservi che il contributo all’integrale di
[/ f(x,y) dx dy dei rettangoli contenuti in R \ X & nullo.

A partire dalla definizione precedente si puo dare una definizione di misura (area) di un
insieme di R?, tenendo conto che integrando la funzione identicamente 1 sul dominio X
si trova che il volume V' del cilindro ¢ dato da V' =1 - area(X), cfr. il seguente grafico.

Cio giustifica la seguente

DEFINIZIONE 12.3. Se X e un insieme limitato tale che la sua funzione caratteristica
1x e integrabile, allora si dice che X & misurabile e si pone

| X| = // ldzdy (:= misura di X)
X

Diamo ora alcune proprieta degli integrali doppi.
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FiGurA 75. La misura di un’insieme.

Proprieta dell’Integrale. Siano f,g: X — R integrabili. Allora
e o f+ [-g ¢ integrabile per ogni «, 5 € R (cioe I'insieme delle funzioni integrabili
con dominio X ¢ uno spazio vettoriale) e

// fa,y) + 8- gla,y)) dedy = a- //fa:ydazdy+ﬁ // (2,1 dz dy

(cioe I'integrale € un’ operazione lineare);
e Se f(x,y) < g(x,y) per ogni z € X allora

/ fa:ydxdy<// (z,y)dx dy

(cioeé I'integrale & monotono);
e anche |f| ¢ integrabile e

/ f(x,wdxdy]s [ wlasay
X X

(disuguaglianza triangolare).
e Se |X| =0, allora

/ f(z,y)dzdy =0
X
e Se X = X;UXj e |X;N Xy =0, allora

/ fmyd:z:dy—/ fxydxdy+/ f(z,y)dxdy
X1 X2
(additivita dell’integrale rispetto alla misura di insiemi)
A questo punto, come nel caso di R, si pongono due

PROBLEMI. (i) Quali funzioni sono integrabili?
(ii) Se f ¢ integrabile, come si pud calcolare [[y f(x,y)dxdy ?

Si tenga conto che, per il fatto che la geometria di X puo essere molto complicata, la
risposta non sara cosi semplice come nel caso di R.

Teorema di Fubini—Tonelli

Una prima risposta ai problemi precedenti si puo avere quando X ha due lati paralleli
agli assi cartesiani.

DEFINIZIONE 12.4. Un insieme X C R?, limitato, si dice
(i) y-semplice se esistono due funzioni continue g1, g2 : [a,b] — R tali che

X ={(z,y) eR?: z € [a,b], g1(2) <y < g2(x)}
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(ii) z-semplice se esistono due funzioni continue hy, hs : [¢,d] — R tali che

X ={(z,y) eR*: y€[c,d], hi(y) <z < hoy)}

(iii) semplice se & y-semplice o z-semplice
(iv) regolare se & 'unione di un numero finito di domini semplici.

y-semplice J z-semplice
a

95(@) \
y Ry (y) \> , / hy(y)

X

X

a ay b
g,(x) /\/

F1GUuRrRA 76. Domini semplici.

OSSERVAZIONE. Si osservi che un dominio e y semplici se € un quadrangolo con due lati
paralleli all’asse y e gli altri due lati dati dai grafici delle funzioni g; e g2 (analogamente
per domini z-semplici).

L’ideale del seguente teorema di Fubini—Tonelli € quella di ridurre il calcolo dell’integrale
doppio al calcolo in successione di due integrali in una variabile.

TEOREMA 12.5 (Teorema di Fubini-Tonelli). Sia f : X C R? — R una funzione
continua e X un insieme semplice. Allora f ¢& integrabile su X. Inoltre

(i) Se X ¢éy-semplice

|| rwaray - [ ’ ( /g j;:)f(x,y)dy> da

(ii) Se X é x-semplice

fagydedy= [ [ fayde) dy
/. [ (L

OSSERVAZIONE (Interpretazione geometrica di Fubini—Tonelli). Sia X y-semplice. Per
— [92(x)
— Jai(x)
contenuta nel piano (z,y, z), x fissato, e sottesa al grafico della funzione F(y) := f(x,y)

per y € [g1(x), g1(x)]. La quantita A(x)dx = dV rappresenta il volume che si ottiene per
uno spostamento infinitesimo della variabile z. Integrando rispetto = € [a, b], riotteniamo
il volume complessivo e quindi [ f(x,y) dx dy.

x € [a, b] fissato, si ponga A(z) f(z,y) dy. A(x) rappresenta 'area della regione

EsempIO. Calcolare [[ 2z%ydzdy ove X = {(z,y) e R?*: z € [0,1], 2+ 1 <y < 2}
I1 dominio si presenta gia nella forma di un dominio y-semplice (si osservi che X ¢ anche
z-semplice, infatti X = {(z,y) € R?: y € [1,2], 0 < x <y — 1}). Quindi

2

1 2 1 Y2
// 222y dx dy = / (/ 212y dy) dz = / 21 [] dz
X =0 y=z+1 =0 2 y=z+1

1 3 5 4 371
T T T T 3
/xO 3 5 4 3], 10

Si osservi che nell’integrale ff 41 2x2ydy, poiché I'integrazione & fatta rispetto alla varia-
bile ¥, la variabile x si puo considerare come una costante.



164 12. CALCOLO INTEGRALE

X Fly)=f(z,y)

dx

-

Ficgura 77. 1l teorema di Fubini—Tonelli per X y-semplice.

gQ(x)

Esempio. Calcolare [[y sin(y?)dady ove X = {(z,y) € R* : x € [0,1], Yz <y < 1}
Anche in questo caso, il dominio si presenta gia nella forma di un dominio y-semplice,
tuttavia se applichiamo la formula per domini y-semplici

/ /X sin(y?) da dy = /O 1 < /\;sin(y?’)dy) da

la funzione integranda sin(y®) non & integrabile elementarmente rispetto y. Osserviamo
che il dominio & anche x-semplice, infatti X = {(z,y) € R?: y € [0,1], 0 < z < 32}
Quindi

y-semplice z-semplice

/ g,(x)=1

Y Y
X \ h,(y)=0 ’J X \
gl(x):\/; h‘z(y):y2

0 1 0 1

Ficura 78. Dominio y- e z-semplice.

[ sut) doay - [ ( [
1

= |- eosts?)] = 301 - costa)

0

2

1 1
sin(y3)dx> dy = /O (]} sin(y?)dy = /O y”sin(y’)dy
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Quindi in alcuni casi puo essere conveniente vedere il dominio come semplice rispetto
ad una variabile piuttosto che all’altra.

OSSERVAZIONE. Si osservi che dal teorema di Fubini—-Tonelli segue che se X = [a, b] X
lc,d] e f(x,y) = fi(z (y), allora

)- 1
J[ seivas= [ nwe [ pwa

Cambiamento di Variabili negli Integrali Doppi

Il risultato seguente estende al caso degli integrali doppi la formula di integrazione per
sostituzione che abbiamo visto per gli integrali di funzioni reali, cfr. pagina 106.

TEOREMA 12.6. Sia f: X C R? — R integrabile e sia
0: X' cR? 5 R?
(u,v) = (2,y) = ¢(u,v)

una trasformazione regolare di coordinate tale che p(X') = X. Allora

//X f,y) dody = /X/f(w(u,v)) |det J(u, v)| dudv

ove J, & lo Jacobiano della trasformazione .
OSSERVAZIONE ( Giustificazione geometrica). In prima approssimazione vale
o(u~+ du,v) = o(u,v) + pu(u,v) - du
o(u, v + dv) = p(u,v) + @y (u,v) - dv
o(u+ du,v+ dv) = o(u,v) + @y (u,v) - du + @, (u,v) - dv

®1
P2

wy = gy - du = %2 . g )’ w2 = py - dv = %2 o)
ov

Visto che l'area del parallelogramma generato da w; e wy € dato da | det(w;, w2)| (cfr.
corso di Geometria), dalla linearita del determinante in ogni colonna segue

dA" = |det(wy,w2)| = | det J,(u,v)| - dudv.

Inoltre, se ¢ = ( ), abbiamo

Y (@) v

/\ |
(u,v+dv) (u+du,v+dv)

o(utdu,v+dv) A

p(u,v+dv)

/—- dA=dudv
dA ~|det
wymipdy |de (wl,w2)|

o(u,v) p(u+tdu,v) (u,v) (u+du,v)

wy R, du

€T u

FIGURA 79. Cambiamento di variabili.

Come abbiamo visto a pagina 158, nel caso specifico delle coordinate polari otteniamo
det J, = p e quindi dA" = p- dpdi come dimostra anche il seguente grafico.
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Figura 80. Cambiamento di variabili per coordinate polari.

Esempio. Calcolare [[y zydzdy ove X = {(z,y) €R*: 22+ 3 <1,0<y<z}. In
questo tipo di problemi ¢ opportuna dapprima disegnare il grafico.

v 9
1
/4
x P
1 0 1
y<z
-1

FicurA 81. Dominio in coordinate cartesiane e polari.

Si osserva che il dominio e semplice. Pero il dominio essendo un settore circolare, &
facilmente rappresentabile in coordinate polari.

X' = {(p,0) € [0,00) x [0,27): 0< p< 1,9 €[0,7]}

Quindi possiamo vedere X = ¢(X’) ove ¢ & la trasformazione del piano indotta dal-
le coordinate polari e X’ = [0,1] x [0,%]. Dal teorema precedente, ricordando che
det J,(p,¥) = p (vedi pagina 158), si ha (¢ importante non dimenticare il termine
[ det J,| = p )

// xydrdy = // pcos(V) - psin(9) - pdp dd
X [0,1]x[0,Z]

Il dominio X’ nel piano (p, ) € un quadrato, quindi ricordando 1’osservazione su pagi-
na 165, si ha

1 s
// p? cos(9) sin(¥9) dp di) = / p>dp - /4 cos(¥) sin(9) dv =
[0,1]x[0,%] 0 0

[1 4]1 [sinQ(ﬁ)] ER

=|-p o —_— 7 —_

4" 1, 2 o 16
Esempio. Calcolare [[y(z+y)dzdyove X = {(z,y) e R?: 1 <ay<2,1< 4 <2} S
osservi che non e facile esprimere X come dominio semplice. Invece € piu facile introdurre
le variabili v = 2y, v = ¥. Cosi si ottiene che il dominio di integrazione nelle nuove
variabili (u,v) ¢ dato da X’ = {(u,v) € R?: 1 <u < 2,1 < v <2} =][1,2] x[1,2],
quindi & un quadrato nel piano (u,v).
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Y v
N y/z=2 y/z=1
2 /@\ 2
X
1 Ty=2 1
zy=1
>
0 1 2 0

FIGURA 82. Dominio in coordinate cartesiane e (u,v).

Avendo la trasformazione (z,y) — (u,v) = (zy, %), dobbiamo trovare ¢ : (u,v)
(z,9) = ¢(u,v). Da

u=zy

v = E

xT

ricavando prima x nella prima equazione e sostituendo nella seconda, si ottiene

o) = (@) = (/v ).

Cio implica

Jo(u,v) = (

LN
5
el <
|
D[ —
dco:
\_/

quindi det J,(u,v) = 5-. Da cui

0"

// (1:+y)da:dy:// <\/E+\/uv>ldudv
X [1,2]x[1,2] v 2v
21 2 Ju 2[2u3 2 3
—/1 21}(/1 \/;+\/uvdu> dv—/1 [3\/5+BUQ\/E dv

2 211 2 1 ?
=S(V8-1) | S+ Fdv==(V8-1)|-2—++2V
3 1 vz w2 3 v2 1
1
—.=5(1-v2)
HONE
AvTRI ESEMPI. e Calcolare la misura |X| del dominio X C R? che in coordinate

polari e data da
X' ={(p.0): 9 € o, %], 0 < p < R(¥)}

per una funzione continua R : [Jg,¥1] — [0, +00), cfr. il seguente grafico.
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A Y % A P
/\ ¥
R(V)
p=R(1)
X
[ ¥,
» T

FicurA 83. Dominio in coordinate cartesiane e polari.

Visto che il dominio X’ ¢ p-semplice, passando alle coordinate polari otteniamo

]X]—// 1d:cdy—// pdpdd
X X/

Y1 pR(9) Y 2
= / / pdpdd = / (270 a9
) 0 Jo 2P=
9

= [ RX)dv.
2 9

Per dare un’esempio concreto calcoliamo ’area della spirale di Archimede data in
coordinate polari da X’ := {(p,9) : p € [0,27], 0 < p < )}, cfr. il seguente

grafico.
py Spirale di Archimede ¢ N
7r/2 /\
27
W/_\ 27
> T
X/
X
3r/2

F1GURA 84. La spirale di Archimede.

In questo caso R(¥) = 19 e quindi otteniamo

1 2w

1
| X 3/, 9 do 5

932m 4
3 —371'.

27
0

e Calcolare I := ffXR e @) dr dy per Xp = {(z,y) : 2* + y* < R?}. Per
risolvere l'integrale passiamo alle coordinate polari. Visto che il cerchio Xg in
coordinate cartesiane corrisponde al rettangolo X7, = [0, R] x [0, 27] in coordinate
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polari risulta (usando I'osservazione a pagina 165)

R 27 9 R 5 2w
IR:/ / e P pdﬁdp:/ e P pdp-/ dv
o Jo 0 0

e P’ R _R2
:—T-Qﬂozﬂ(l—e )
Osserviamo che Rgr_{lw Ir = m. Visto che per R — 400 (in un certo senso)
Xr — R? = (—00,+0) x (—00,+00) “segue” (usando di nuovo l'osservazione

a pagina 165)

“+oo +0o0
T = // e~ (@) gy dy = / / e eV dy dy
(—00,+00) X (—00,+00) —00 J—00
+oo +oo +00 2
:/ e_QCQd;U-/ e_y2dy = </ e_xzda:> .

Quindi siamo riusciti a calcolare

400 9
/ e Vdx =1

—0o0

N . o ey . 2 . .
che non ¢ possibile usando una primitiva di e, cfr. 'osservazione a pagina 110.

Invece, passando alle coordinate polari, grazie al fattore p = det(.J,,), si passa da

g2

e ap- e="* che & molto semplice da integrare.

Integrali Tripli

In questa sezione ci occupiamo del calcolo degli integrali tripli

//Xf(x,y,z)dxdydz

per una funzione f : X € R?® — R. Interpretando f(z,y,z) come densita di un corpo
X C R3 nel punto (z,y, 2), tale integrale rappresenta la massa totale m del corpo.

Per quanto riguarda la definizione di integrabilita e di integrale si puo ripetere una
costruzione simile a quella per gli integrali doppi, definendo prima l’integrale in un
parallelepipedo che si puo facilmente suddividere attraverso una partizione in paralle-
lepipedi. Quindi definendolo in un generico insieme X considerando un parallelepipedo
contenente I'insieme ed estendendo la funzione a 0 fuori da X. Valgono le stesse proprieta
degli integrali doppi in sez. 12.

Per un insieme X C R3, la sua misura (volume) si definisce

| X| —/// 1dx dy dz (:= misura di X)

Teorema di Fubini—Tonelli in R3. Vediamo come si estende al caso degli integrali
tripli la formula di Fubini-Tonelli. Come visto per gli integrali doppi, le formule di
Fubini-Tonelli riconducono il calcolo di un integrale dato attraverso il calcolo di integrali
in dimensione piu bassa.
DEFINIZIONE 12.7. Un insieme X C R3, limitato, si dice

(i) z-semplice se esistono due funzioni continue g, go : D C R? — R tali che

X = {(a:,y,z) eR?: (z,y) €D, gi(x,y) < 2z < gz(x,y)}

(analoghe definizioni per insiemi y-semplici o z-semplici).
(ii) semplice se & z-semplice, y-semplice o z-semplice

Si osservi che un dominio z-semplice € un cilindro con la superficie laterale “parallela”
all’asse z e le basi date dai grafici di ¢g; e ga.
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TEOREMA 12.8 (Integrazione per fili). Sia f: X C R® — R una funzione continua e X
un insieme semplice. Allora f & integrabile su X. Inoltre se X & z-semplice

///X f(2,y,2)dedy = /D (/:nyj) f(:c,y,z)dz) dx dy

(analoghe formule per un insieme y-semplice o x-semplice).

Per risolvere 'integrale triplo dobbiamo quindi calcolare 'integrale nella variabile z tra
le parentesi tonde (integrazione sul filo, cfr. grafico), e quindi un integrale doppio nelle
variabili z,y (sommando i contributi di tutti i fili).

go(,y)

\a_/>4 .

F1GUuraA 85. Integrazione per fili.

EsempIO. Calcolare [[[y zdzdydz ove X = {(z,y,2) € R® : 2 + 4> < 1,0 < z <

1— /2?2 +y?%}. Siha

1— /$2+y2
/// zdwdydz:// / zdz | dedy =
X {(zy)eR%: 22 +y2<1} \J1

1
(1 — V22 + y2)*dzdy

B »/{(;L‘,y)ERQ: z2+y2<1} 5

Per risolvere I'ultimo 'integrale possiamo utilizzare il cambiamento di variabili in coor-
dinate polari. In coordinate polari il cerchio {(z,y) € R? : 22 + 3? < 1} corrisponde al
quadrato {(p,?) : 0 < p<1,0 <¥ < 27}. Quindi

1 1 1 2
/ (1 — a2+ y2)2dedy = / 5(1 - p)dep/ dd =
{(zy) 0 0

€R2: z2+42<1} 2

1

1

F/ (P* = 20"+ p)dp = 5
0

Vediamo ora un’altra tecnica di riduzione per il calcolo degli integrali tripli. Assumiamo
che il nostro insieme X si possa rappresentare nella forma

X ={(z,y,2) €R3: z € [a,b], (z,y) € D.}

ove per ogni z fissato , D, (strato) & un insieme del piano su cui f(z,y, z) & integrabile
rispetto (z,y). In altre parole X & 'unione degli strati D, al variare di z € [a, b].
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TEOREMA 12.9 (Integrazione per strati). Sia f : X C R® — R una funzione continua e
X ={(z,y,2) € R®: z € [a,b], (x,y) € D,}. Allora

///Xf(x,y,z)dxdy:/ab( sz(x,y,z)dxdy)dz_

Quindi calcoliamo un integrale doppio (integrazione su ogni strato) e quindi un integrale
in z (sommando i contributi di tutti gli strati). Analoghe formula si hanno quando gli
strati si presentano rispetto alla variabile z o y.

z

Dy

x

FiGurA 86. Integrazione per strati.

Esempio. Calcolare [ [y #*+y? dzdydz ove X = {(z,y,2) € R?: z € [0,1], 22+ <
22}, In questo caso gli strati sono gli insiemi D, = {(z,y) € R? : 22 + y? < 22}, cioe
cerchi di centro (0,0) e raggio z.

1
/// x2+y2d:cdydz:/ / 22+ dedy | dz
X 0 {(zy): 22 +y2 <22}

L’integrale tra parentesi tonde si puo facilmente risolvere attraverso le coordinate polari.

Quindi
1 2m z
/// x2+y2dxdydz:/ (/ dﬁ/ ,o?’dp>dz:
X 0 0 0
4

1 Jo: I -
2r—dz =m [] = —
/0 4 10}, 10

Consideriamo un’altro esempio che risolveremo sia con integrazione per fili sia per strati.

EseEmPIO. Calcolare la massa m di un tetraedro con i vertici (0, 0,0), (1,0,0), (0,1,0) e
(0,0,1) e la densita f(z,y,2) =1 — z nel punto (z,y, 2).

Allora i punti appartenendo al tetraedro sono dati da
X = {(a:,y,z) eR}:2,y,2>0, 2 +y+2< 1}

m:///x(l—z)dxdydz.

Questo integrale si puo risolvere in entrambi i modi.

e quindi abbiamo
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Soluzione con integrazione per fili. Come si vede dal grafico il dominio X & z-semplice:
X={(z,y,2) €ER’: (z,y) €D, 0< 2 <1 -z —y} con
D={(z,y) eR*:y€[0,1,0<z<1—y}.

Quindi risulta

FicuraA 87. Esempio integrazione per fili.

m:/D </01_x_y(1 _2) dz) dz dy = //D ((z Z;) :”dz> dz dy
e e e [
' - — —(1— _ =1
:/0 ((1 2y)2 _a Gy)g)dy:< (16 y)? (1 24y)4) ZZO
1 1 1
6 24 8

O

Soluzione con integrazione per strati. Come si vede dal grafico il dominio X si puo
scomporre negli strati

D, = {(x,y’z)ERg:yE[O,l—Z], 0§$§1_?J_z}v 26[0,1].

Quindi risulta

Ficura 88. Esempio integrazione per strati.
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nzzi/l(/yp(l2dedé>dz::/l/d_a/Lﬂ_71,@dxdydz
/‘/1z 1—z“flyZ@mz_/m/121— —2)-(1—2)dydz

—(1—y—2? P (1—2)?
:/O(l—z) — dz—/o(l— z) - 5 dz

y=0
O—zfr_l
8

0o &
O

Ricordiamo infine che anche in R3 vale la formula di cambiamento delle variabili per
integrali tripli

TEOREMA 12.10. Sia f : X C R? — R integrabile e sia
0: X' cR®—=R3
(’LL’ U7 w) H ('1:7 y7 Z) = (‘p(u7 U? w)

una trasformazione regolare di coordinate tale che p(X') = X. Allora

//Xf(x,y, z)dz dy = ///X/ Fp(u,v,w)) |det Jp(u, v, w)| dudvdw

ove J, ¢ lo Jacobiano della trasformazione .

EsEMPIO. Vediamo un’applicazione della formula precedente al calcolo del volume della
sfera di raggio R. Quindi vogliamo calcolare [f[y 1dzdydz ove X = {(z,y,2) € R® :
22 +y? + 22 < R?}. La sfera si puod descrivere in coordinate sferiche come I'insieme
X' ={(p,9,¢) € [0,00) x [0,27) x [0,7] : p < R, € [0,27), » € [0,7]}. Ricordando
che il determinante dello Jacobiano della trasformazione in coordinate sferiche & dato
da det J¢(p, 9, ) = p*sin(p) (vedi pagina 159) si ha

/// 1dxdydz—/// p? sin(¢) dp dddy
{(p0,p): p<R,9€[0,2m), soE[U ]}

:/2” dﬁ/ p dp/ sin(p)dyp = 2 [3} = cos(@)] :47T}§3

Esemp1o. Calcolare il volume del cono di altezza h e raggio r X = {(z,y,2) € R?: y >
0,22 +9? <1r? 2 < %(wZ + 92)1/2}. Passando alle coordinate cilindriche (vedi pagina
158), il dominio si pud descrivere come X' = {(p,9,2) € [0,00) x [0,27) xR : p €
[0,7], 9 € [0,m), t < %p} Ricordando che lo Jacobiano delle coordinate cilindriche e
dato da p, si ha

/// 1dxdydz:/// pdpdidt =
X {(p,ﬁ,t):pE[O,T],ﬁE[O,ﬂ),tS%p}
T r %p T h h 377 h 3
/ dﬁ/ / pdt | dp = 7r/ —p?dp = 2w [p] o
0 0 0 o T r 3 0 3
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APPENDICE A

Appendice

Tre Principali Modi di Dimostrazioni

Siano A e B due affermazioni e siano —=A e =B le loro negazioni. Allora sono equivalenti
e A= 1B )
e B = ﬁA;
e Ae-B=/.
Quindi per dimostrare che A = B ci sono i seguenti 3 modi:
dimostrazione diretta: A = B;
dimostrazione indiretta: =B = —A4;
dimostrazione per assurdo: A con -B = £.

EseEmPIO. Sia A Daffermazione “piove” e B l'affermazione “la strada € bagnata”, allora
evidentemente vale A = B. Invece non vale il contrario, cioe B % A, in quanto non &
detto che piove se la strada & bagnata. Quindi in questo esempio
e A = B significa “se piove, allora la strada si bagna” che & vero.
e - B = —A significa “se la strada non é bagnata, allora non piove” che & vero.
e A e B = { significa “piove e la strada non é bagnata” che infatti & una contrad-
dizione.
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Elenco di alcuni Limiti Notevoli

176
Successioni.
400 seqg>1,
1 =1
lim ¢" = 5¢ 9 ’
n—+00 0 se |¢q| < 1,
A seqg< -1
+oo0  se a > 0,
lim n* =<1 se a =0,
n—-+o0o
0 se <0
lim {/a=1
n—-+4oo
lim Vne=1
n—-+4o0o
1
lm 2
n—+4oo0 N
«
lim no_ 0
n—+oo gq"
n
im L —o
n—-+4oo n'
|
lim =0
n——+oo N
1 n
lim (1 + 7> =e
n——+00 n
Tn
lim (14 2)" =
n—-+o0o n
lim (an)’ = a
n—-+4oo
Funzioni.
i sinx _q
z—0 X
1-— 1
i 100 _ 1
r—0 xT 2
X
-1
lim —1
z—0 x
X
-1
lim & = 1In(a)
z—0 x
In(1
lim 202 _
z—0 x
. log,(1+ )
lim —=— = log,(e)
X
lim (1 n i) — ¢t
x—Fo00 z
T JE—
lim (1+x) 1 _
r—0 xT
1
llm Oga(l‘) — O

per ogni a > 0

per ogni a € R
per ogni a > 0
perognia € R, g >1

per ogni ¢ € R

pill in generale

se |zp| = 400 per n — +00

sea, >a>0eb, > bpern— 4+

piu in generale
per ogni a > 0
pil in generale
per ogni 0 < a # 1
per ogni t € R
per ogni r € R

perogni0<a#1, a>0

perogni0<a#1, a>0
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Definizione alternativa dei Limiti per Funzioni

Sia f: X CR — R e sia g un punto di accumulazione del dominio X di f. Allora

lim f(x)=1 =
T—T0

e se xg,l € R: Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
|f(z) —1| <& perognize X con0< |z—az0| <8.
e se xg € R, [ = 400: Per ogni € > 0 esiste M > 0 tale che
f(z) > M perognize X con0< |r—x <.
e se 9 € R, [ = —o0: Per ogni € > 0 esiste M < 0 tale che
f(z) <M perognizeX con0< |x— x| <.
® se xg = 400, [ € R: Per ogni € > 0 esiste L > 0 tale che
‘f(:x)—l{ <& perognize X conz> L.
e se xg = —00, | € R: Per ogni ¢ > 0 esiste L < 0 tale che
‘f(x)—” <e perogniz e X conz< L.
e se xg,l = 4o00: Per ogni M > 0 esiste L > 0 tale che
f(x) > M perogniz e X conz> L.
® se xg = 400, | = —00: Per ogni M < 0 esiste L > 0 tale che
f(x) <M perognizeX conz> L.
® se xg = —00, | = +o00: Per ogni M > 0 esiste L < 0 tale che
f(x) > M perognize X conz< L.
® se xg = —0o0, [ = —oo: Per ogni M < 0 esiste L < 0 tale che
f(z) <M perognizeX conz<L.
lim f(z)=1 =
sz
e se xg,l € R: Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
}f(:c)—l‘<€ perognix € X con 0 < x — xg < 9.
e se xg € R, [ = 400: Per ogni € > 0 esiste M > 0 tale che
f(z) > M perognize X conl<zx—z9<0.

lim f(z)=1 —
=T

e se xp,l € R: Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
}f(:n)—l‘<5 perogniz € X con 0 < zg—x < 0.
e se xg € R, [ = 400: Per ogni € > 0 esiste M > 0 tale che
f(x) > M perognize X con0<zg—2x<09.
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